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ZALEZNY ROZKELAD DWUMIANOWY
I JEGO ZASTOSOWANIE W REASEKURACIJI I KREDYTACH

Praca jest poswigcona zaleznemu rozktadowi dwumianowemu. W odréznieniu od klasycznego
rozktadu dwumianowego odstapiono od zatozenia o niezaleznosci zmiennych losowych. Omo-
wiono poszczegolne przypadki uwzgledniajace rozne struktury zaleznosci oraz rozszerzenia mo-
delu. Przedstawiono zastosowania w reasekuracji nadwyzki szkody oraz w zarzadzaniu ryzykiem
kredytowym.
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1. Wstep

W klasycznych modelach aktuarialnych, czy tez finansowych, rozpatrywane
zmienne losowe sa na ogodt niezalezne. Zatozenie to jest bardzo wygodne z punktu
widzenia matematycznego — tatwiej jest wtedy duzo rzeczy udowodni¢ — ale jest nie-
stety czgsto znacznie odbiegajace od rzeczywistosci. W praktycznych zastosowaniach
wystepujace procesy i zjawiska sa na ogot zalezne. Wplywaja na nie wspolne czynni-
ki zewngetrzne.

W pracy przedstawiono uogoélnienie prostego, klasycznego modelu dwumianowe-
go. Rozpatrzono przypadek, gdy wystepujace zmienne losowe wyznaczajace ten roz-
ktad moga by¢ zalezne. Omdwiono tez jego rozszerzenia. Zaprezentowany model
zastosowano do zagadnien zwiazanych z reasekuracjq i z zarzadzaniem ryzykiem kre-
dytowym.

Przedstawimy teraz w skrocie te dwa zagadnienia.
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1.1. Reasekuracja nadwyzki szkody [7]

Rozpatrzmy portfel sktadajacy si¢ z n szkod X, ..., X, oraz prog retencji d. Intere-
sowac¢ nas bedzie liczba szkod pokrytych przez reasekuratora, czyli zmienna losowa

K= Zn:Yf’
j=0

gdzie dla kazdego i=1, ..., n, Y; jest zerojedynkowa zmienna losowa, przyjmujaca
wartos$¢ 1 gdy reasekurator pokrywa szkodg i 0 w przeciwnym razie. Innymi stowy

0 X, <d,
Yl_:
1 X, >d.

W klasycznych modelach aktuarialnych zaktadamy zwykle niezalezno$¢ wy-
stepujacych zmiennych losowych. Jednakze na rozpatrywane ryzyka wplywaja na
0g6t w praktyce wspolne czynniki zewngtrzne: klimatyczne, ekonomiczne czy poli-
tyczne. Moga to by¢ powodzie, pozary, trz¢sienia ziemi, tornada, kryzysy ekonomicz-
ne czy polityczne, inflacja, hossy lub wojny. Z tego tez powodu przyjmiemy w na-
szym modelu, Ze rozpatrywane zmienne losowe X, ..., X, opisujace wielkosci szkod
moga by¢ zalezne.

1.2. Ryzyko kredytowe [4, 6, 8]

Bedziemy zajmowac si¢ portfelem dotyczacym n dtuznikéw w ustalonym okresie.
Wprowadzmy w tym celu zerojedynkowe zmienne losowe Y1, ..., ¥,, przedstawiajace
status poszczegolnych dluznikow:

J

_ Jnie sptaca,
B sptaca.

Przyjmijmy tez, ze zmienne te sa zwiazane z ciaglymi zmiennymi losowymi
X, ... , X, nazywanymi krytycznymi [8], relacja

Y=1 < X <d,.

Krytyczne zmienne przedstawiaja ogélna sytuacje finansowa poszczegdlnych
dtuznikow, zwykle ich aktywa, a progi d; ich zdolnosci kredytowe. W modelu KMV
[6], stosowanym powszechnie w przemysle, X; jest interpretowana jako zmiana akty-
wow i-tego dtuznika w okreslonym czasie. Zmienne krytyczne X; sa traktowane zwy-
kle jako zmienne losowe ukryte, niecobserwowalne [4, 6, 8].
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W przyktadzie tym interesuje nas zmienna losowa
K=2Y,,
Jj=0

bedaca liczba niewyplacalnych dluznikéw. Zmienne losowe Xj,...,X,, a takze
Y., ..., Y, moga by¢ rowniez, i na ogot sa, w praktyce zalezne.

2. Model

Przedstawimy teraz matematyczny model opisujacy zaprezentowane przyktady.
Z punktu widzenia matematycznego mozna je opisa¢ jednym modelem. Roznia sig
bowiem jedynie zwrotem nierdwnosci w relacji wigzacej zmienne X; oraz Y.

Niech Y = (Y1, ..., ¥,,) beda zerojedynkowymi zmiennymi losowymi. Prawdopodo-
biefistwa sukcesow, zdarzen Y; =1 oraz porazek, gdy Y; =0, bedziemy oznacza¢ od-
powiednio:

pi=Pr(Y;=1), ¢;=1-p;.
Rozktad taczny opisujemy funkcja prawdopodobienstwa
Ay o i) =Pr(Y1 =1y, ..., Y, = 1)),
gdzie i;e {0, 1} oraz dystrybuantg
Fy(iy, ... , i) =Pr(Y1 <y, ..., ¥, < 0y).

W przypadku dystrybuanty beda nas interesowaé jedynie warto§ci w punktach
skoku, tzn. gdy i; €{0, 1}. Funkcja tworzaca prawdopodobienstwa jest w tym przy-
padku rowna

Py(tl, )= Y Sy (e i )t
iy ndy €{0,1}

Struktura zalezno$ci losowego wektora Y moze by¢ opisana tzw. funkcja taczaca
(ang. copula) Cy. Jest ona n-wymiarowa dystrybuanta skupiona na [0, 1] o jednostaj-
nych rozkladach brzegowych, bedaca tacznikiem migdzy dystrybuantami brzegowymi
FYi , a dystrybuanta taczna Fy. Funkcja taczaca spetnia zaleznosc¢ [9]

FY(il’ s in) = (jY(F‘Yl (il)ﬁ L] FYn (ln)) .
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Dystrybuanta brzegowa jest okreslona wzorem

i;=1

;=0 M

1
Fy (i) =Pr(Y; < i) =u= {
J
Funkcja taczaca Cy wyznacza nam jednoznacznie wartosci dystrybuanty tacznej
Fy w punktach skoku i;. Poza tymi punktami jednoznacznos$¢ nie zachodzi. Jednakze
w pracy interesowac nas beda jedynie punkty skoku. Aby wyznaczy¢ funkcje prawdo-
podobienstwa fy, musimy znalez¢ relacj¢ zachodzaca migdzy fy a dystrybuanta Fy.
Zauwazmy, ze dowolny punkt skoku dystrybuanty Fy mozemy przedstawi¢ jako indy-
kator pewnego podzbioru 4 c {1, ..., n}, czyli (i}, ..., i,) = 1, Wtedy i;=1, gdy i; € 4
oraz i;= 0 w przeciwnym wypadku. Zalozmy, ze |4| = zk, gdzie |4| oznacza jego li-
czebno$¢, wtedy mozna pokazac [3], ze

k
AHAN=DD Y RaAy). )
j=0 Dc A,
' IDI=k~j

Przyklad 1. Rozpatrzymy portfel skladajacy si¢ z czterech polis. Obliczymy
prawdopodobienstwo zdarzenia, ze reasekurant pokryje tylko pierwsza i trzecia poli-
se, znajac wartosci funkcji faczacej Cy:

F(1,0,1,0) = Fy(1,0,1,0) — Fy(1,0,0,0) — Fy(0,0,1,0) + Fy(0,0,0,0)
= Cy(1,92,1,q4) — Cy(1,92,93,q4) — Cv(q1,92,1,q4) + C(q1,92,93,94)-

Zatdézmy, ze pomocnicze zmienne losowe X, ..., X, sa ciaglte. Wtedy funkcja taczaca
Cx opisujaca ich strukturg zaleznosci jednoznacznie okresla taczna dystrybuante

Fx(x1, ooy x5) = Cx (Fy (%)), ..., Fy (X))
Dystrybuanty brzegowe F x, W przypadku modelu dotyczacego reasekuracji spet-
niaja warunek
FXj (d) =Pr(X;<d)=Pr(Y;=0)=g,.
Ponadto wartosci funkcji taczacych Cy oraz Cx sa rowne w punktach skoku, czyli
Cy(l/l], ceey Mn) = Cx(l/l], ceey Mn),
gdzie u; sa okreslone wzorem (1). Zachodza bowiem zaleznosci

Cy(l/l], ceey Mn) = Pr(Y1 < i], ceny Y,, < l,,) = PI'(X] <r, ...,,Xvn < Fn),
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gdzie:
_ J
= {d i, =0
oraz
Pr(X1 L ST X,, < l",,) = Cx(ul, . M,,),
poniewaz
q; 1= d
F. (r)=+," = .
%) {1 Fy =%

Funkcja tworzaca prawdopodobienstwa sumy K = Z Y; jest rowna
j=0

Pe(t) = D Syl i) =30 Y A"
iy veoni, €401} k=0 |Al=k
a jej rozklad jest okreslony wzorem
k (n—k+j
Pr(K=k= Y fy(1,) = Z(—l)f( . J PNACHE
| A=k J=0 S Daiek-j

Wynika on bezposrednio z kombinatorycznego wzoru (2).

3. Szczegolne przypadki

Zat6zmy teraz, ze zmienne losowe X, ..., X, maja ten sam rozklad oraz ze funkcja
laczaca Cx jest wymienialna (ang. exchangeable), tzn. dla kazdej permutacji 7 zbioru
{1, ..., n} otrzymujemy

Cx(uy,...,u,) = Cx(uﬁ(l),...,u”(n)).

Wtedy dystrybuanta Fy przyjmuje te same wartosci dla ciagéw o tej samej liczbie
jedynek. Innymi stowy, zachodzi

Fy(1,) = Fy(1p),

gdy |A| = |B| = k. Warto$¢ te bedziemy oznacza¢ symbolem F,. Jest ona rowna
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Fk,n = Pr(Yk+1 = 0, . Yn = 0) = C(l, ceey 1 s s ey q) .
k n—k

Korzystajac ze wzoru (2), otrzymujemy natomiast w tym przypadku warto$¢ funk-
cji prawdopodobienstwa f; ,:

k (k
fin= L) =Pr(Y =1, ... Y=1,Y:,=0,..Y,=0)= Z(—l)-’[jJka
J=0
oraz rozktad i funkcje tworzaca prawdopodobienstwa zmiennej losowej K:

n!
. . ‘pkfj,n’
n—k)jl(k—j)

Pr(K=k) = Zk:(—l)-’ (
Jj=0

Pu(t) - Z(ijt -

k=0
Przyklad 2. Niech n = 4, wtedy
Pr(K=2)=0F,4+ 12F, 4 +6F 4.
Warto$¢ oczekiwana zmiennej losowej K oraz kowariancja zmiennych losowych
Y;, Y; sa odpowiednio rowne

E(K)= D E(Y)) = np,

Cov(¥;, Y) = E(YY)) — E(V)E(Y) = fro—p" = Cx(¢. 9) ~ ¢,
wariancja zmiennej losowej K, jak i wspotczynnik korelacji wynosza natomiast

n n-1 n
M) = Y (1) +2Y D CoVL,Y,) =npg + (= n)(Cx(d, 4) ~ ),

i=1 j=i+l

AT, )= HED G)
pq

Rozpatrzymy teraz poszczegdlne przypadki, zalezne od postaci funkcji taczacej Cx
opisujacej strukture zaleznos$ci losowego wektora X.
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3.1. Niezaleznos¢

Niezalezno$ci zmiennych losowych X, ..., X, odpowiada funkcja taczaca postaci
Cury ooy Uy) = ULy ooyl

Bedziemy ja dalej oznacza¢ symbolem [1. Zmienna losowa K ma wtedy klasyczny
rozktad dwumianowy. Zachodza w tym przypadku ogolnie znane wzory:

Fin=q"", fin=D'q"".

n
Pr(K = k) = ( ka"q”"‘, Py(t) = (q + p1)".
V(K) = npq, Y, Y)=0.

3.2. Wspolmonotoniczno$é

Przeciwnoscia niezaleznosci jest wspofmonotonicznos¢é (ang. comonotonicity). Jest
to Scista zgodna zalezno$¢, opisana funkcja taczaca

C(uy, ..., u,) = min(uy, ...,"u,),
ktora bedziemy oznacza¢ symbolem M. Wtedy otrzymujemy:

g k=0

g k<n
Fk,n: 5 ﬁ,n: 0 0<k<l’l,
1 n
p n
g k=0
Pr(K=k)= <0 O0<k<n, Pi(t)=q + pt",
p n
V(K) = n"pq, oY, Y)=1.

3.3. Mieszanka IT oraz M

Tallis [10] oraz nastepnie Kolev, Paiva [7] rozpatrywali funkcje taczaca postaci
(1-pI1+ pM,



52 S. HEILPERN

gdzie 0 < p< 1, bedaca kombinacja wypukla niezaleznosci i wspdétmonotoniczno-
$ci. Oddaje ona zard6wno wptyw czynnikéw indywidualnych, charakterystycznych
dla kazdej polisy, czy dtuznika, jak i wptyw czynnikow zewnetrznych oddziatuja-
cych na wszystkie jednostki. Funkcja tworzaca prawdopodobienstwa sumy K jest
wtedy rowna

Pi(t) = (1 - p)(g + pt)" + plg + pt"),

a wspotczynnik korelacji jest rowny wspotczynnikowi kombinacji wypuktej, tzn.

AY, Y)=p.

Wariancja zmiennej losowej K jest okre§lona wzorem

VK) = npg(1 + p(n - 1)).

3.4. Archimedesowa funkcja laczgca

W praktycznych zastosowaniach czgsto wykorzystywane sa tzw. archimedesowe
funkcje taczace. Dzieje sig tak zwykle z powodu prostej ich postaci. Funkcje te two-
rzone sa przez generator ¢, ktory jest malejaca, wypukta funkcja, spetniajaca waru-
nek: ¢(0) = o0, @(1) =0. Archimedesowe funkcje taczace przyjmuja quasi-addytywna
postac, charakteryzujaca si¢ rozdzieleniem zmiennych [5, 9]:

Cutry ooy ) = ¢ (@) + ... + p(uy)).

Wartos¢ dystrybuanty zalezy wtedy od generatora ¢ oraz prawdopodobienstwa po-
razki ¢q i jest okreslona wzorem

Fn=¢ (n—k) o(q)).

W zagadnieniach praktycznych wykorzystuje si¢ zwykle parametryzowane rodziny
archimedesowych funkcji taczacych. Parametr oddaje wtedy stopien zaleznosci. Moz-
na tez przedstawi¢ wzorem zalezno$¢ migdzy warto$cia tego parametru, a wspotczyn-
nikiem korelacji rang Kendala [5, 9]. Dla n > 2 dowolna archimedesowa funkcja ta-
czaca C spelnia nastgpujace nierownosci:

M(uy, ..., u,) < Cluy, ..., uy) < M(uy, ..., u,).
Wynika z nich oraz ze wzoru (3), ze zawsze bedzie zachodzi¢ nieujemna zalezno$¢
migdzy zmiennymi Y}, tzn. o(Y;, Y;) > 0.
Scharakteryzujemy teraz w duzym skrocie trzy najczgsciej stosowane rodziny ar-
chimedesowych funkcji taczacych. Funkcja taczaca Claytona jest opisana wzorem
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Cluy, ooyt = (" +.cvu,* —n+1)""%,

gdzie > 0, a generator przyjmuje postac
ow)=u"—1.
Wartos¢ dystrybuanty dla n — k porazek jest wtedy rowna
Fon=(1+ (n = k) (g “— D))

Graniczna warto$¢ parametru o= (0 odpowiada niezaleznos$ci, a dla &= o0 mamy
wspotmonotonicznos¢.

Druga popularng rodzina archimedesowych funkcji taczacych jest rodzina Gum-
bela. Elementy tej rodziny sa okreslone wzorem

Cluy, ..r ) = exp(—((=Inu))* + ...+ (=Inu, )*)"' ),
gdzie 1 < ¢, z generatorem

@) = (-Inu)*.
Warto$¢ dystrybuanty wynosi

_k Ve
Fk,n: q(n ) .

Dla a=1 otrzymujemy niezalezno$¢, a dla a = co wspotmonotonicznos¢.
Funkcja taczaca, przedstawiona wzorem

Cluy, ..., uy) = _éln(l 0 (e =1)..(e” ™ _I)J ’

(e -1
gdzie 0 < ¢, nalezy do archimedesowej rodziny Franka. Jej generator ma postac

a4

o) = —In“—
e

Podobnie jak dla rodziny Claytona graniczna warto$¢ parametru =0 odpowiada
niezaleznosci, a jesli o= oo, to mamy wspotmonotonicznos$¢. Dystrybuanta jest w tym
przypadku okreslona do$¢ skomplikowanym wzorem.

Przyklad 3. Rozpatrzymy portfel sktadajacy si¢ z n =20 dtuznikéw i przyjmijmy,
ze prawdopodobienstwo wyptacalnosci kazdego dluznika jest rowne g = 0,6 oraz ze
struktura zalezno$ci zmiennych losowych Xj, ..., X, jest opisana za pomoca archime-
desowej funkcji taczacej Claytona. Na rysunku 1 przedstawiono rozktady zmienne;j
losowej K, przedstawiajacej liczbe niewyptacalnych dtuznikow, dla wartosci parame-
trow rodziny Claytona « odpowiednio rownych 0 (niezalezno$¢); 1,3; 4 oraz o
(wspotmonotoniczno$¢). Odpowiadajace im warto$ci wspotczynnika korelacji rang
Kendala 7sa rowne: 0; 0,4; 0,67 oraz 1.
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0.6 - 0.6 -
0.4 4 0.4 4
0.2 - 0.2
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a=4 71=0,67 a=wo 7=1

Rys. 1. Rozktady zmiennej losowej K (liczba niewyptacalnych dtuznikow)
dla réznych stopni zaleznosci
Zr6dto: Opracowanie whasne.

Mozna zauwazy¢, ze w przypadku klasycznym, zaktadajacym niezaleznos¢, rozktad
liczby dtuznikoéw jest jednomodalny, skupiony wokot oczekiwanej liczby dhuznikow
rownej 8. Jednakze w praktyce trudno oczekiwa¢ w tym przypadku catkowitej niezalez-
nosci. Zwykle dziataja na dluznikow wspolne czynniki zewngtrzne, takie jak zmiany
kurséw akcji oraz walut lub kryzysy ekonomiczne. Na og6l mozemy si¢ spotkaé z pew-
ng zaleznoscia sytuacji badanych dtuznikow. Dla stabych zaleznos$ci, matych wartosci o,
wykres rozkladu liczby dhuznikow staje si¢ bardziej rozciagnicty. Nastgpnie wraz ze
wzrostem zalezno$ci masa prawdopodobienstwa przesuwa si¢ w lewa strong. Najbar-
dziej prawdopodobnym staje si¢ brak niewyptacalnych dtuznikow, a kolejne liczby nie-
wyptacalnych dhuznikow sa coraz mniej prawdopodobne. Gdy wspotczynnik korelacji
Kendalla 7 przekracza 0,5, wykres staje si¢ U-ksztattny, tzn. najbardziej prawdopodobne
stajg si¢ skrajne wartosci zmiennej K, czyli przypadek gdy nie ma niewyplacalnych
dhuznikow lub wszyscy staja si¢ niewyptacalni. Oczywiscie drugie zdarzenie zachodzi
z mniejszym prawdopodobienstwem. W przypadku catkowitej zaleznosci, gdy 7= 1, co
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odpowiada nieskonczonej wartosci parametru ¢, rozktad staje si¢ dwupunktowy. Wszy-
scy dluznicy sa wyptacalni z prawdopodobienstwem 0,6 lub niewyptacalni z prawdopo-
dobienstwem 0.,4. Przypadek catkowitej zalezno$ci zachodzi bardzo rzadko, najczesciej
nalezy si¢ spodziewac niezbyt duzej zaleznosci.
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0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
q¢=0,8 qg=0,6
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Rys. 2. Rozktady zmiennej losowej K w zaleznosci od prawdopodobienstwa wyptacalnosci
Zr6dto: Opracowanie whasne.
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Na rysunku 2 przedstawiono rozktady prawdopodobienstwa zmiennej losowej K
przy ustalonej wartos$ci parametru o = 4, odpowiadajacej warto$ci wspodtczynnika
Kendala 7= 0,67, dla roznych prawdopodobienstw wyptacalnoséci ¢ rownych odpo-
wiednio: 0,8; 0,6; 0,3 oraz 0,1. Widzimy, ze wykresy rozkladow sa U-ksztaltne,
a masa prawdopodobienstwa ,,wedruje” wraz ze spadkiem wartosci prawdopodobien-
stwa g z lewej strony wykresu do prawej. Zwigksza si¢ wtedy prawdopodobienstwo
wystapienia wigkszej liczby niewyptacalnych dtuznikow, co jest oczywiscie zgodne
z 1ntuicja.

4. Rozszerzenia

4.1. Wartosci

Dotychczas interesowata nas liczba sukceséw, zmienna losowa K, przedstawiajaca
liczbe polis pokrytych przez reasekuratora lub liczbe niewyptacalnych diuznikéw.
Teraz bedziemy sig zajmowac warto$cig badanego procesu.

W przypadku reasekuracji beda to wartosci szkod pokrytych przez reasekuratora
Z;=X;—d, gdzie j=1, ..., n, a dla zagadnien dotyczacych ryzyka kredytowego, war-
to$¢ straconego kredytu Z. Glownym przedmiotem naszych zainteresowan bedzie
w tej sytuacji globalna warto$¢ szkdd podlegajacych reasekuracji lub warto$¢ straco-
nych kredytow, czyli zmienna losowa

s-%z,.
j=1

Funkcja tworzaca momenty tak okreslonej zmiennej losowej S jest rowna [3]

Ms() = D Sylisomnr i, )M (). (M, (D)

iy ooy, €40,1}

Gdy zmienne losowe Z, ..., Z, maja te same rozklady, a funkcja taczaca Cy opisu-
jaca ich strukture zaleznosci, rowna oczywiscie funkcji taczacej Cx, jest wymienna,
wtedy funkcja tworzaca momenty zmiennej S ma postac

n

M(1) = Z(Z]ﬂ,n(Mz(z))k .

k=0

Jej dystrybuanta natomiast jest kombinacja wypukta kolejnych splotow dystrybu-
anty F; zmiennej Z;:
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n

Fy(x)= Z(Z]ﬂ,nF;k (x).

k=0

Jesli zmienne te sa wspotmonotoniczne, dystrybuanta sumy S zalezy jedynie od n-
tego splotu:

Fy(x)=q+ pF;"(x).

4.2. Losowa liczba szkod

W zagadnieniach aktuarialnych [1] liczba szkod jest na ogdt traktowana jako
zmienna losowa N. Wtedy liczba sukcesow, liczba polis pokrytych przez reasekurato-
ra jest losowa suma

N
K=>Y,.

Jj=1

W przypadku niezaleznych zmiennych losowych Y;, funkcja tworzaca prawdopo-
dobienstwa sumy K przyjmuje znang postac

Px(7) = Pn(g + po).

Dla wspétmonotonicznych zmiennych jest ona rowna

Px(t) = g + pPn(?)

1 mozemy w tym przypadku okresli¢ rozktad zmiennej losowej K:

q+pPr(N=0) k=0

Pr(K:k):{pPr(Nzk) k>0

Jesli funkcja taczaca Cy jest kombinacja wypukla (1 — p)/7+ pM, to funkcja two-
rzaca prawdopodobientwa liczby sukcesow K jest rOwna

Pi(t) = (1 — p)Pr(g + pt) + plg + pPu(D)).

Ciekawsza sytuacja wystepuje w przypadku archimedesowej funkcji laczacej
Cy. Mozemy wtedy skorzysta¢ z tzw. modelu stabosci (ang. frailty) [11]. Istnieje
ukryta zmienna @, reprezentujaca czynnik zewngtrzny oddziatujacy jednoczesnie na
wszystkie sktadniki, zwiazana z generatorem ¢ archimedesowej funkcji laczacej
relacja

07 (1) =M (~1).
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Jesli funkcja taczaca Cy nalezy do rodziny Claytona, to ukryta zmienna losowa &
ma rozktad gamma. Dla funkcji taczacej Gumbela otrzymujemy rozktad stabilny, a dla
rodziny Franka rozktad logarytmiczny [11].

Istnieje tez w tym przypadku tzw. dystrybuanta bazowa H{( y), taka, ze przy usta-
lonej wartosci @ ukrytej zmiennej losowej @, wartos¢ warunkowej dystrybuanty brze-
gowej jest funkcja potegowa dystrybuanty bazowej, tzn.

Fi(y|0=0)=(H,(»)).
Dystrybuanta bazowa jest okreslona wzorem [2, 5]
—o(F;(»)
H j (»)=e >

ponadto, co jest w tym przypadku najwazniejsze, dla ustalonej & otrzymujemy nieza-
leznos¢:

F(3pn 3, 10=0) =] | Fi(v,10=6).
j=1

Bezwarunkowa laczna dystrybuanta zmiennych Yy, ..., ¥, przyjmuje wtedy posta¢
nastgpujacej mieszanki:

Fsees 8,) = [ Fs 3,1 0= 0)dFo (0)
0

Zmienne losowe Y, ..., ¥, sa zerojedynkowe, podobnie jak rozktad wyznaczony
przez dystrybuanty bazowe. Warunkowe rozktady brzegowe tych zmiennych sa okre-
slone wzorami:

Pr(Y;= 0| 0= ) = 1",
gdzie j =1, ..., n, a prawdopodobienstwo porazki dla bazowego rozktadu jest rowne
= Mo @ _ p-0(a)

Warunkowa i bezwarunkowa funkcja tworzaca prawdopodobienstwa zmiennej lo-
sowej K okreslone sa wzorami:

Pydt) =Py(r’+ (1= r)0),

P(t)= TPN(rH +(1=r")t)dFy(6) .
0

Powyzsze rozwazania umozliwiaja wyznaczenie rozktadu liczby polis pokrytych
przez reasekuratora, w przypadku losowej liczby szkod.
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Przyklad 4. Zal6ézmy, ze liczba szkod jest zmienna losowa o rozktadzie Poissona
z parametrem A = 20, prawdopodobienstwo pokrycia szkody przez reasekuranta wy-
nosi p =0,1, a struktura zalezno$ci jest opisana archimedesowa rodzing Franka. Na
rysunku 3 przedstawiono rozktady prawdopodobienstwa zmiennej losowej K, liczby
szkéd pokrytych przez reasekuratora. Rozpatrzono trzy przypadki: niezaleznosci,
p = 10,5 oraz wspotmonotonicznosci.

0,5 -
0,4 -
0,3 0,3 4
0,2 0,2 -
0,1 0,14 ‘
0 ,,Il 0 IIIIII""" e
A e S
niezalezno$é p=0,5
0,3
0,2 1
0,1 -
[ SE——— A E R ENEEE YR —

- < MM O O © O N 1 ©O 9w oo
- - ~ ~ N N N ™o o

wspotmonotonicznos¢

Rys. 3. Przypadek losowej liczby szkod
Zr6dto: Opracowanie whasne.

W przypadku klasycznym, niezaleznych szkod, otrzymujemy jednomodalny roz-
ktad, skupiony wokot oczekiwanej liczby szkod pokrytych przez asekuratora. Ocze-
kiwana liczba tego rodzaju szkod jest rowna 2. Gdy wspotczynnik korelacji Kendalla
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7=10,5, najbardziej prawdopodobny jest brak szkod pokrytych przez asekuratora.
Prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest bliskie 0,5, a kolejne liczby pokrytych szkod
zachodza z coraz to mniejszym prawdopodobienstwem. W ostatnim, do$¢ skrajnym
i rzadko spotykanym przypadku, dopuszczajacym Scista zalezno$¢ rozpatrywanych
szkod, prawdopodobienstwo braku pokrytych szkod jest natomiast nieco wigksze niz
0,9. Pozostata, niewielka masa prawdopodobienstwa jest skupiona wokoét przecigtne;j
liczby szkod, wynoszacej 20.

Podsumowanie

W pracy omowiono zalezny rozktad dwumianowy. Jest to uogoélnienie klasyczne-
go rozktadu, w ktorym dopuszcza si¢ zalezno$¢ tworzacych go zerojedynkowych
zmiennych losowych. Pokazano podstawowe wtasnos$ci zaleznego rozktadu dwumia-
nowego, jego szczegodlne przypadki uwzgledniajace rézne struktury zaleznos$ci oraz
jego uogdlnienia.

Przedstawiony w pracy rozklad zostat zastosowany w zagadnieniach zwigzanych
z reasekuracja oraz zarzadzaniem ryzykiem kredytowym. W opisanych modelach,
reasekuracyjnym i kredytowym, klasyczne zatozenie o niezalezno$ci zostato zastapio-
ne bardziej realistycznym zatozeniem o zaleznosci wystepujacych zmiennych loso-
wych. Modele te sg proste, analizowane problemy zostaly w nich jedynie zasygnali-
zowane, laczy je wspdlny model matematyczny oparty na zaleznym rozkladzie
dwumianowym. W zagadnieniu reasekuracyjnym rozszerzono model zaproponowany
przez Koleva i Paive [7], rozpatrujac struktury zalezno$ci oparte na funkcjach tacza-
cych, glownie archimedesowych. W modelu dotyczacym ryzyka kredytowego podda-
no analizie zmienna losowa K, bedaca liczba niewyptacalnych dtuznikoéw. Zbadano jej
rozktad zarowno zaleznos$ci od r6znych stopni zaleznosci, jak i od prawdopodobien-
stwa wyptacalno$ci dtuznika. Otrzymane rozktady w istotny sposéob réznig sig od kla-
sycznego, zaktadajacego niezaleznos¢ rozktadu.
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Dependent binomial distribution
and its application in reinsurance and credits

The paper is devoted to the dependent binomial distribution. The assumption of independence of the
random variables in the classical binomial distribution is omitted, so we obtain a more realistic situation.
The definition and basic properties of such distribution are presented. The dependent structure of the
random variables is characterized by the copula. The cases, which are dependent on the different copulas:
exchangeable, independent, comonotonicity, the mixture of such copulas, and Archimedean, are studied.
The two extensions of our model, i.e., the values of process and the random number of variables, are
investigated, too. The applications of the dependent binomial distribution to the excess-of-loss reinsur-
ance and the credit risk management are presented.

Keywords: dependent binomial distribution, copula, reinsurance, credit



