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Sformutowano modele optymalizacyjne, majace zastosowanie w zagadnieniu alokacji zasobu
w warunkach niepewnosci, z ktéra mamy do czynienia wowczas, gdy zyski wynikajace ze skierowa-
nia duzej ilosci $rodka do konkretnej dziatalnosci sa opisane jako zmienne losowe o nieznanym roz-
ktadzie. Modele zostaly skonstruowane na podstawie regul Walda, Hurwicza, Bayesa i Savage’a.
Przeanalizowano réwniez mozliwos$¢ zastosowania roznych procedur obliczeniowych, w tym pro-
gramowania dynamicznego.
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podejmowanie decyzji w warunkach niepewnosci, stany natury, strategia czysta, strategia mieszana,
dyskretne zagadnienie plecakowe

Wstep

Zagadnienie optymalnej alokacji zasobu dotyczy sytuacji, w ktdrej mamy do dys-
pozycji okreslong ilo§¢ jakiego$ jednorodnego zasobu'. Moze on byé uzytkowany na
rozmaite sposoby. Kazde mozliwe zastosowanie nazywamy dziatalno$cia. W wyniku
skierowania catosci srodka badZz jego czesci do wybranej dzialalno$ci pojawia sig
korzys¢. Celem rozdziatu zasobu pomigdzy n dziatalno$ci jest maksymalizacja korzy-
$ci catkowite;j.

Zauwazmy jednak, ze z omawianym zagadnieniem wiaze si¢ do$¢ istotne uprasz-
czajace zatozenie. Wyznaczenie optymalnego planu alokacji zasobow wymaga znajo-
mosci zyskow z tytutu przeznaczenia danej ilosci srodka na j-ta dziatalnos¢é. W praktyce
z kolei rzadko si¢ zdarza, by poziom dochodow byt znany, zanim zostanie zrealizowana
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zaplanowana inwestycja. Bezpieczniej jest zatem przyja¢ dla kazdego wyniku jakis$
przedziat liczbowy (wersja ciagla) lub chociaz kilkuelementowy zbior (wersja dyskret-
na), uwzgledniajacy rozne mozliwe scenariusze. W literaturze mozna wprawdzie zna-
lez¢ opis stochastycznej odmiany alokacji zasobu [14, s. 242-243], [18, s. 750-753],
lecz znajduje ona zastosowanie tylko wtedy, gdy zysk wynikajacy ze skierowania danej
ilosci $rodka do konkretnej dziatalnosci jest opisany zmienna losowa o znanym rozkta-
dzie. W tej sytuacji mamy do czynienia z podejmowaniem decyzji w warunkach ryzyka,
a celem alokacji zasobu jest maksymalizacja zysku oczekiwanego. Gdy rozktad prawdo-
podobienstwa owej zmiennej nie jest decydentowi znany, warto sformutowaé problem
jako zagadnienie alokacji zasobu w warunkach niepewnosci.

W niniejszej pracy przedstawiono modele optymalizacyjne, ktére mozna by wyko-
rzysta¢ w tak zdefiniowanym problemie, oraz mozliwe procedury jego rozwiazania.
Analiza bedzie dotyczy¢ zardwno sytuacji, w ktorej maksymalna ilos¢ zasobu skiero-
wanego do wszystkich dziatalno$ci jest z gory ustalona, jak i przypadku, w ktérym
ilo$¢ ta jest dowolna. Prezentacje proponowanych modeli i metod poprzedzi opis za-
gadnienia alokacji zasob6w i problemu optymalizacji w warunkach niepewnosci.

1. Optymalny rozdzial zasobu

W zagadnieniu optymalnego rozdzialu zasobu zaktada sig, ze decydent dysponuje
pewna iloscia $rodka (b), ktéry moze by¢ skierowany do n dziatalnosci (j = 1, 2, ..., n).
Naktad $rodka w kazdej dzialalnosci (x;) daje okreSlone korzysci (f{(x;)), ktore sq zalezne
zard6wno od poniesionych naktadow, jak i od rodzaju dziatalnosci, do ktorej zostaly skie-
rowane. Korzysci te mierzone sa niekoniecznie w jednostkach pieni¢znych (np. wykorzy-
stane maszyny moga wpltynac na przyrost posiadanych pieniedzy z tytutu sprzedazy wy-
produkowanych przez nie wyrobdw, ale moga tez wytworzy¢ inne urzadzenia produkcyjne
badz zaowocowa¢ wzrostem wydajnosci przedsigbiorstwa). Celem decydenta jest ustalenie
takiego rozdzialu posiadanego zasobu, aby osiagnigta korzys$¢ byta maksymalna.

ifj(xj)%max, (1)

ijﬁb. ()
=1

Dodatkowo nalezy przyjac, ze naktad $rodka na j-ta dzialalno$¢ nie moze spasc¢
ponizej poziomu d;, ktory najczesciej wynosi 0, ani przekroczy¢ maksymalnego do-
puszczalnego naktadu g. Zbior {d,, ..., g;} stanowi tzw. zbidr stanow dopuszczalnych
[17,s.371].
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Ozdjﬁxjﬁgj, j=12,...,n 3)

Problem alokacji zasobu mozna takze rozpatrywaé przy zatozeniu, ze posiadany
zasob ma by¢ w calo$ci skierowany do n dzialalnosci. Wowczas warunek (2) ulega
zmianie:

Zn:szb. 4)

Aby rozwiazanie optymalne zadania opisanego warunkami (1), (3), (4) byto efek-
tywne, funkcje f(x;) powinny by¢ monotoniczne (por. [6, s. 281-282]), a doktadnie]
rosnace, dla catego zbioru {d;, ..., g;}. Takie zalozenie nie jest natomiast konieczne,
gdy obowiazuje warunek (2).

Analizujac omawiane zagadnienie, nalezy kierowac¢ si¢ nastgpujacymi zatozeniami
[10, s. 205]:

1) rozdzial zasobu jest dokonywany w jednostkach catkowitych,

2) korzysci z poszczegdlnych dziatalnosci mozna zmierzy¢ ta sama jednostka
miary,

3) korzys$¢ uzyskana z dowolnej dziatalnos$ci jest niezalezna od ilosci zasobu skie-
rowanego do innej dziatalno$ci,

4) catkowita korzys¢, czyli uzyteczno$¢ catego procesu alokacji, jest suma korzy-
$ci czastkowych, rozumianych jako uzyteczno$ci pochodzace z indywidualnych dzia-
falnosci.

W dalszej czgsci opracowania korzy$¢ bedziemy utozsamiaé z zyskiem, a optyma-
lizacja bedzie dotyczy¢ zadania opisanego warunkami (1)—(3).

2. Procedury ustalania optymalnego rozdzialu zasobu

Warto podkresli¢, ze zagadnienie rozdziatu zasobu jest problemem kombinato-
rycznym. Rozpatrzymy sytuacje, w ktorej zbiory stanow dopuszczalnych dla wszyst-
kich zmiennych niezaleznych sa pigcioelementowe, czyli kazda zmienna moze przyjac
pig¢ réznych wartosci. Jezeli pominiemy warunek (2), to proces maksymalizacji dla
n zmiennych bedzie wowczas prowadzi¢ do wyboru sposrdd 5" réznych mozliwosci!
Liczba kombinacji kurczy sig, gdy zbior rozwiazan dopuszczalnych jest ograniczony
nierownoscia (2), lecz i tak przeanalizowanie wszystkich mozliwych przypadkéw
w celu wylonienia strategii optymalnej wymaga nadal wiele czasu. Dlatego zadanie
(1)—~(3) warto rozwiazywac za pomoca programowania dynamicznego, ktdrego tworca
jest R.E. Bellman [1, s. 65-78], [2, s. 11-26], [7, s. 40-42], [11, s. 6-13]. Metoda
programowania dynamicznego jest tak skonstruowana, ze pozwala szybko rozwiazaé
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problemy znacznie bardziej skomplikowane od zaprezentowanego. Jej efektywnos¢
wynika z faktu, iz zamiast zmudnego badania wszystkich wariantéw dopuszczalnych,
stosuje si¢ odpowiednie rownania funkcyjne. Klucz do wyjasnienia takiego postepo-
wania daje zasada optymalno$ci Bellmana [8, s. 172], [16, s. 101]. Pozwala ona na
dekompozycje zadania wyj$ciowego na ciag powiazanych ze soba prostszych zadan,
ktore nalezy rozwiazywac po kolei [8, s. 171]. Na podstawie optiméw warunkowych
dla poszczegdlnych etapéw mozna ustali¢ optymalne rozwiazanie zadania (1)—(3)>.

Poniewaz rozdziat naktadow jest dokonywany w jednostkach catkowitych, me-
toda programowania dynamicznego stosowana w zagadnieniu alokacji zasobow ma
charakter numeryczny. Funkcje podawane sa nie w postaci ogdlnego wzoru anali-
tycznego, lecz w formie warto$ci w tabeli. Tablicowany jest oczywiscie tylko pe-
wien okreslony zbidr wartosci funkcji, odpowiadajacy skonczonemu zbiorowi ar-
gumentow.

Metoda ogdlna programowania dynamicznego nie jest skomplikowana. Mozna
z niej korzysta¢ zarowno wtedy, gdy zalezy nam na skierowaniu posiadanego zasobu
do wszystkich analizowanych dziatalno$ci w czesci lub catosci, jak i wowczas, gdy
taczna wielko$¢ zasobu, ktora mamy do dyspozycji, nie jest z gory ustalona. Jednak
wraz ze wzrostem rozmiaré6w zadania wzrasta rowniez liczba rownan funkcyjnych.
Dlatego, gdy jest taka mozliwo$¢, stosuje si¢ pewne metody uproszczone, ktore —
podobnie jak metoda programowania dynamicznego — zwracaja zawsze optimum [9,
s. 71-72], [15, s. 165-167].

Problemy alokacyjne, w ktorych catkowita wielko$¢ rozdzielonego zasobu moze
by¢ dowolna (co jest rOwnoznaczne z pomini¢ciem warunku (2)), prosciej rozwiazac
za pomoca tzw. metody ekstremow lokalnych. Zaktada ona wybdr maksymalnej war-
tosci funkcji fi(x;) oddzielnie dla kazdej dzialalno$ci. Otrzymane wartoSci okreSlaja
optymalne ilo$ci zasobu skierowanego do poszczegdlnych dziatalnosci.

Gdy funkcje zyskow krancowych dla rozpatrywanych dziatalnosci sa nierosnace:

% Zadanie (1)—(3) sprowadza si¢ do obliczenia ekstremum funkcji wielu zmiennych. Mozna by wiec,
zamiast programowania dynamicznego polegajacego na rozwiazaniu szeregu zadan wyznaczajacych
maksimum (minimum) funkcji jednej zmiennej (chociaz nie wciaz tej samej) [16, s. 100], skorzystac
z klasycznych metod rachunku rézniczkowego. Polegaja one na ustaleniu wzorow pochodnych czastko-
wych funkcji gtéwnej wzgledem wszystkich zmiennych po kolei i na przyréwnaniu tych pochodnych do
zera. Okazuje si¢ jednak, Ze taki zabieg stanowi warunek konieczny, lecz nie dostateczny dla istnienia
ekstremum. Pochodna jest rowna zeru nie tylko w punktach, gdzie wystepuja ekstrema, ale rowniez
w punktach przegigcia. Kolejne ograniczenie rachunku rézniczkowego wynika z faktu, iz w zagadnieniu
alokacji poszukujemy ekstremum w pewnym obszarze skonczonym. Tymczasem przyrownujac pochodne
do zera, otrzymujemy ekstrema lokalne. Nie znajdujemy natomiast zazwyczaj ekstreméw polozonych na
krancach interesujacego nas obszaru. Rachunek rézniczkowy traci na znaczeniu jeszcze z jednego powo-
du — przy optymalizacji rozdzialu zasobu mamy do czynienia z funkcjami nierdézniczkowalnymi oraz
z maksymalizacja na zbiorach nieciagtych. Tymczasem programowanie dynamiczne pokonuje wymienio-
ne trudnosci [2, s. 17].
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f'_j(xj-i_l)gf'j(-xj)a j=12,..,n, (5)

rozwiazanie problemu alokacji mozna wyznaczy¢, korzystajac z kolejnej procedury
uproszczonej, tzw. metody zyskéw kraricowych®. Najpierw nalezy okresli¢ zyski kran-
cowe dla kazdej dziatalno$ci zgodnie ze wzorem

G =1G0)= f;0-D, 0 x; =12, 8, (©)

Jezeli ilo$¢ zasobu jest dowolna, kolejne jednostki $rodka przydzielane sa tam,
gdzie zyski krancowe sa najwigksze i tak dtugo, az pojawia si¢ niedodatnie wartosci.
Ponizej podano doktadny schemat postgpowania.

K-ta jednostke zasobu kierujemy do dziatalno$ci, ktora spetnia warunek

)= max £/67 +1)), (7

..... n

gdzie

k-1 rr . . .
x; —warto$¢ zmiennej x; otrzymana w (k—1) etapie.

Poczatkowo x; = x.? =d;=0dlaj=1,2, .., n Zmienna x;, dla ktorej w k-tym eta-
pie:

a) fj'(xf_1 +1)< Fk'(xjf_l) , przyjmuje w k-tym etapie warto$¢ xf = xj‘fl ,

b) f]f(xf’1 +)=F] (xffl) , przyjmuje w k-tym etapie warto$¢ x_’; = xf_l +1.

Gdy istnieje wigcej niz jedna zmienna x; dla ktorej w k-tym etapie
fj'(xf_1 +1)=F/ (xf_l) , nalezy zwigkszy¢ warto$¢ tylko jednej z nich, a pozostate
zmienne rozpatrzy¢ w kolejnych iteracjach. Jezeli F (xf 1)<0, dalszy rozdziat zaso-

bu nie powoduje wzrostu zysku catkowitego, zatem xjf = xffl dlaj=1,2,....,n
Metoda zyskow krancowych moze zastapi¢ metode programowania dynamicznego
rowniez wtedy, gdy ilo$¢ posiadanego $rodka jest z gory ustalona i wynosi b. W tej
sytuacji rozdzial kolejnych jednostek zasobu konczymy, gdy F (xffl) <0 lub/i gdy
k=bt
Stosujac powyzszy algorytm dla zadania (1)—(3) Iub problemu pomijajacego wa-
runek (2), otrzymamy rozwiazanie optymalne, ktore niekoniecznie musi by¢ jedynym.

3 Metoda zyskéw krancowych jest rowniez nazywana metoda zachtanna. Polega ona na rozpatrywa-
niu danych w kolejnosci uporzadkowanej. W kazdym kroku wybieramy te dane, ktore sa najodpowied-
niejsze, a wige decydujemy si¢ na najbardziej obiecujaca w danym momencie drogg rozwiazania. Najcze-
$ciej metoda zachtanna prowadzi do otrzymania rozwigzania przyblizonego, cho¢ istnieja problemy, dla
ktorych daje ona wynik optymalny (np. zagadnienie alokacji zasobu).

4 Jezeli zamiast warunku (2) wprowadzimy wzor (4), a funkcje zyskow catkowitych beda rosnace dla
kazdej dziatalnosci, to przydzielanie kolejnych jednostek srodka dobiegnie konca, gdy k= b.
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Z wigksza liczba strategii optymalnych mozemy mie¢ do czynienia wowczas, gdy
istnieje wigcej niz jedna zmienna x;, dla ktorej w k-tym etapie [ ;(xf_l +1)=F] (xf_l) .

Zerowy zysk krancowy przy jakiejkolwiek dziatalno$ci rowniez oznacza mozliwo$¢
wyznaczenia przynajmniej dwoch rozwigzan optymalnych, ktére z matematycznego
punktu widzenia sa identyczne, gdyz wiaza si¢ z taka sama wartoscia funkcji celu.
Rozsadek podpowiada nam jednak, by nie kierowac zasobu tam, gdzie dodatkowa
jednostka srodka nie zwigkszy zysku catkowitego. Dlatego racjonalna strategia opty-
malna jest taka strategia optymalna, ktora pozwala osiagna¢ dany poziom zysku przy
jak najmniejszej ilosci rozdzielonego zasobu.

3. Programowanie w warunkach niepewnosci

Z programowaniem w warunkach niepewnos$ci mamy do czynienia wowczas, gdy
przynajmniej jeden parametr zadania jest zmienng losowa o nieznanym (i niemozli-
wym do oszacowania na podstawie danych historycznych) rozktadzie. Wynik dziata-
nia zalezy zatem nie tylko od tego, jaka podejmiemy decyzje¢, ale takze od tego, jaki
wystapi stan natury, przy czym prawdopodobienstwo wystapienia danego stanu nie
jest nam znane. Optymalizacja sprowadza si¢ do wyboru najlepszej decyzji na pod-
stawie macierzy zyskow (wyptat):

a1, dyps a1,

Azl o ] ®

aml am2 R amn

gdzie:

n — liczba mozliwych decyzji,

m — liczba mozliwych stanow natury,

a; — zysk z podjgcia j-tej decyzji, o ile wystapi i-ty stan natury.

Podejmujac decyzje¢ w warunkach niepewno$ci, mozemy by¢ zainteresowani
ustaleniem optymalnej strategii czystej badz mieszanej. Ze strategia czysta mamy do
czynienia wowczas, gdy zalezy nam na wyborze tylko jednej decyzji sposrod n moz-
liwych. Z kolei strategia mieszana stanowi kombinacje strategii czystych. W literatu-
rze mozna znalez¢ rozne podejscia, majace na celu wyznaczenie optymalnej strategii
czystej badz mieszanej [4, s. 136—141], [17, s. 233-242, 248-252]. Wybor konkretnej
metody postgpowania zalezy od preferencji decydenta, jego nastawienia do ryzyka
oraz sytuacji, w ktorej ma podja¢ decyzjg. Celem niniejszego opracowania nie jest
przedstawienie wszystkich mozliwych procedur, lecz omowienie tej grupy metod,
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ktora mogtaby znalez¢ bezposrednio zastosowanie w zagadnieniu optymalnego roz-
dzialu zasobu. Warto zaznaczy¢, ze alokacja zasobu pomigdzy rézne dzialalnosci nie
polega wcale na wyborze optymalnej strategii mieszanej, lecz na okresleniu najlepszej
strategii czystej — oddzielnie dla kazdej dziatalno$ci! Poczatkowo mozemy mie¢ wra-
zenie, ze rozdzial srodka w warunkach niepewnosci sprowadza si¢ do znalezienia
strategii mieszanej, poniewaz zasob ma trafi¢ do roznych dziatalno$ci w okreslonych
proporcjach. Takie rozumowanie jest jednak obarczone btedem, gdyz dziatalnosci nie
powinnis$my utozsamia¢ z konkretna decyzja, lecz z obszarem, dla ktérego decyzje
nalezy dopiero podja¢! Warianty decyzyjne dla poszczegdlnych dziatalnosci odpo-
wiadajq natomiast elementom zbioru stanow dopuszczalnych {d;, ..., g;}.

Optymalng strategi¢ czysta mozna wyznaczyC, korzystajac m.in. z regul Walda,
Hurwicza, Savage’a i Bayesa (Laplace’a), przy czym nalezy podkresli¢, ze zadna z nich
nie jest regula, ktora wszyscy we wszystkich sytuacjach uznaliby za rozsadna [4, s. 136].

Reguta Walda (reguta max-min) gwarantuje osiagnigcie pewnego minimalnego
zysku, niezaleznie od stanu natury. Decydent stosujacy te¢ regule, nawet przy zajsciu
najbardziej niekorzystnych okolicznosci, uzyska w tych warunkach najwigksza moz-
liwa korzys¢ (por. [12, s. 130]). Sposob postgpowania jest nastepujacy. Nalezy okre-
$li¢ dla kazdej decyzji minimalna korzys¢, ktora mozemy uzyskaé, biorac pod uwage
mozliwos$¢ realizacji kolejnych stanow natury:

w; = miin{ay.} , ©)

a nastepnie wybrac t¢ decyzje, dla ktorej minimalna korzys¢ jest najwigksza:
W =max{w;} . (10)
: P
Reguta Walda jest zalecana pesymistom, czyli osobom o duzej awersji do ryzyka.
Reguta max-min jest rowniez nazywana regula asekurancka [4, s. 137].
Reguta Hurwicza stanowi probg potaczenia dwoch skrajnosci (max-min i max-

max). Wykorzystuje ona wspolczynnik ostroznosci (pesymizmu), ktérego poziom
ustala decydent:

0<a<l. (11)
Dla kazdego wariantu decyzyjnego ustalamy zysk wazony:

h;()=amin{a;}+(1-a)maxia,} . (12)

Optymalna strategia jest ta, dla ktorej wazony zysk jest najwigkszy:
h (@) zm?x{hj(a)}. (13)

W szczegolnych przypadkach reguta Hurwicza sprowadza si¢ do reguty Walda
(gdy o= 1) badz do oméwionej ponizej reguly Bayesa (gdy wystepuja tylko dwa sta-
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ny natury i « = 0,5). W przypadku skrajnych wartosci wspolczynnika ostrozno$ci
regule Hurwicza mozna nazwac reguta asekurancka lub hazardows [4, s. 137].

Reguta Bayesa (Laplace’a), nazywana rowniez regula braku dostatecznej racji,
zaktada, ze skoro nie znamy prawdopodobienstw zaistnienia poszczegolnych stanow
natury, mozemy przyjaé, ze sa one rownie prawdopodobne. Wystarczy znalez¢ dla
kazdej decyzji oczekiwana korzys¢ ($redni zysk):

1 m
b=y 2 (14)

1 wybra¢ wariant decyzyjny charakteryzujacy si¢ najwickszym $rednim zyskiem
[4,s. 138]:

b =max{b} . (15)

Zréwnanie prawdopodobienstw dla stanéw natury sprawia, iz mamy do czynienia
z jednym z mozliwych przypadkéw stochastycznego problemu alokacji zasobu’.

Wreszcie regula Savage’a (zwana takze reguta min-max badz regula minimalnego
zalu) ma na celu minimalizacjg utraconych korzysci, zwiazanych z podjeciem decyzji,
ktora okazata si¢ nietrafna w kontekscie zrealizowanego stanu natury. Dla kazdego
stanu natury ustalamy maksymalny zysk:

A4; = max{a;} . (16)

Wyznaczamy macierz wzglgdnych strat (utraconych korzysci):

Sis Sz Stn
s=| -, (17)
Sy Syy s S,
przy czym
sy =4 —ay. (18)

Dla kazdej decyzji okreslamy maksymalna wzgledna strate
s; = mlax{s,.j} (19)

i wybieramy t¢ decyzje, dla ktorej maksymalna strata jest najmniejsza:

3 Por. wstep oraz [18].
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S = Inlel{Sj} . (20)

Savage proponuje zatem minimalizacj¢ wzglednych strat, ktére stanowia roznice
migdzy najlepszym rezultatem, jaki mozna uzyskac, gdy wystapi dany scenariusz,
a wynikiem osiaganym przy wyborze konkretnej strategii i jednoczesnym wystgpieniu
tego scenariusza. Regula Savage’a jest tez znana pod nazwa minimaksowej reguty
zawodu [12, s. 131].

Wymienione konkurencyjne reguty moga prowadzi¢ do wyboru réznych decyzji.

4. Optymalizacja rozdzialu zasobu w warunkach niepewnosci
— modele decyzyjne

Zatozmy, ze decydent dysponuje tabela zyskow catkowitych (w tys. zi),
uwzgledniajaca dwa mozliwe scenariusze: pesymistyczny (I) i optymistyczny (II).
Srodek moze by¢ ulokowany w trzech dziatalnosciach A, B i C (n = 3), a ilo§¢
srodka przeznaczona na j-ta dzialalno$¢ nie moze przekroczy¢ 3 jednostek (d;= 0, g;
= 3). Jezeli na dang dziatalno$¢ nie zostanie przeznaczona ani jedna jednostka za-
sobu, dochod dla wariantu zar6wno pesymistycznego, jak i optymistycznego bedzie
zerowy. Decydent zamierza tak przydzieli¢ posiadany zasob $rodka, aby osiagnaé
jak najwigksze zyski.

Tabela 1

Tabela zyskow catkowitych (wariant pesymistyczny i optymistyczny)

Dziatalno$¢ A Dziatalno$¢ B Dziatalnos¢ C
Y wariant [ wariant 11 wariant [ wariant II | wariant I | wariant I1
1 5 8 3 4 4 5
2 6 8 5 8 6 10
3 4 5 7 12 8 9

W tym przypadku bezposrednie zastosowanie wspomnianej metody programowa-
nia dynamicznego, czy tez procedur uproszczonych, nie wydaje si¢ mozliwe, cho¢
mozna by bylo potraktowa¢ powyzsze zadanie jako dwa odrgbne problemy i wyzna-
czy¢ dwie strategie optymalne — dla obu wariantéw osobno. Takie podejécie pozbawia
jednak decydenta mozliwo$ci uwzglednienia w modelu swoich preferencji i przypusz-
czen co do szans wystapienia danego scenariusza. Celem zaproponowanych ponizej
modeli decyzyjnych jest ustalenie optymalnej alokacji zasobu w warunkach niepew-
nosci. Kazdy model zostal sformulowany na podstawie innej reguly postgpowania
(zob. rozdz. 3).
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a) Reguta Walda (max-min)

n &j
ZZ(nlljn{ayk}-xy)—)max, 1)

j=li=d,

8
Doxy=1, j=1..n, (22)

i=d;
x; € {0,1}, (23)
gdzie:
n  — liczba dziatalnosci,

az —zysk z j-tej dziatalno$ci przy zalozeniu, Ze skierowanych zostanie do niej
i jednostek oraz ze wystapi -ty stan natury,

X; —zmienna przyjmuje warto$¢ 1, gdy na j-ta dziatalno$¢ przeznaczymy i jedno-
stek $rodka,

d —minimalny dopuszczalny naktad srodka na j-ta dziatalno$¢,

g —maksymalny dopuszczalny naktad $rodka na j-ta dziatalno$¢.

Wtasnie rownania (22)—(23) §wiadcza o tym, iz przy alokacji zasobu w warunkach
niepewno$ci poszukujemy optymalnej strategii czystej (por. rozdz. 3). Gdy celem
zadania jest skierowanie $rodka w ilo$ci nie przekraczajacej b jednostek, do modelu
(21)—+(23) nalezy dotaczy¢ formule:

g n
Dol |<b. (24)
i=d;\_ j=I
W naszym przyktadzie zadanie (21)—(23) przyjmuje postac:

0x,, + min{5,8}x,, + min{6,8}x,, + min{4,5}x;, + 0x,,

+min{3,4}x,, + min{5,8}x,, + min{7,12}x;, + 0x; (25)

+min{4,5}x,; + min{6,10}x,; + min{8,9}x,; - max,

Xop + X, + Xy, + 25, =1 (26)
Xgp + X5 + X5y + 25, =1 27)
X3 + X3 + X3 X35 =1 (28)
Xo15 X025 X030-++5 X33 € 10,1} . (29)

Gdy dany jest parametr b (np. rowny 5), nieréwnosci (24) odpowiada warunek:
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0(xg; + Xgp + Xg3) +10x;; +xp5 + X13) + 2(x; + X9 +X3) +3(33; + X3, +x33) <5 (30)

Rozwiazaniem zadania (25)—(29) jest strategia (2,3,3)°. Maksymalny gwarantowa-
ny zysk wynosi wowczas 21 tys. zt. W przypadku problemu (25)—(30) istnieja trzy
strategie optymalne: (1,1,3), (1,2,2) oraz (1,3,1).

Zauwazmy, iz przyklad zostat tak skonstruowany, ze wystarczy zredukowac tabelg
zyskow catkowitych, koncentrujac si¢ na wariancie pesymistycznym, i rozwiazac
zwykle zadanie rozdzialu zasobu. Niekiedy jednak uktad wartosci odpowiadajacych
poszczegbdlnym scenariuszom moze nie pozwoli¢ na takie uproszczenie.

Warunki ograniczajace modeli optymalizacyjnych w poszczegdlnych regutach po-
stgpowania sa identyczne. Dlatego w dalszej czeséci rozdzialu przedstawione zostana
jedynie funkcje celu odpowiadajace kolejnym regutom.

b) Reguta Hurwicza

n &

> (@ min{ay } +(1- @) max{a; })x;) — max. (31)

j=li=d,
Jezeli zalozymy, ze a = 0,2, funkcja celu przyjmie postaé:

Oxy; + 7,4x,, +7,6x,, +4,8x5, + 0xy, +3,8x, + 7,4x,, +11x;, (32)
+ 0xp; +4,8x5 +9,2x,; +8,8x;; - max.

Gdy taczny zaséb przydzielony do poszczegolnych dziatalnosci moze by¢ dowol-
ny’, rozwiazaniem optymalnym jest strategia (2,3,2). Je$li natomiast decydent zamie-
rza skierowa¢ maksymalnie 5 jednostek®, powinien zrealizowa¢ plan (1,2,2).

¢) Reguta Bayesa (Laplace’a)

T
n 8 :E:“vk

k=l x| > max, 33
T (33)

g

j=li=d,

gdzie T — liczba rozpatrywanych scenariuszy.
Wyrazenie (33) bedzie dla naszego przyktadu wygladato nastepujaco:
0xy; + 6,5x;, + 7x5; +4,5x5, + 0x, +3,5x,, + 6,5x,, +9,5x;,

(34)
+ 0xp; +4,5x,; +8xy; +8,5x;; = max.

8 Nalezy przeznaczyé 2 jednostki $rodka na dziatalnoéé A i po 3 jednostki na dziatalnoéci B i C.
7 Zob. wzory (26)—(29) oraz (32).
8 Zob. wzory (26)—(30) oraz (32).
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Rozwiazaniem zadania (26)—(29) i rownania (34) jest plan (2,3,3). Po uwzglednie-
niu warunku (30) otrzymujemy wynik (1,2,2).

W przypadku regut Hurwicza i Bayesa celowo nie zostatl podany zysk odpowia-
dajacy wyznaczonym strategiom, gdyz zastosowane funkcje celu stanowia jedynie
sposob wytonienia optymalnego rozwiazania na podstawie preferencji decydenta. Nie
daja one natomiast informacji o zysku faktycznie przez niego otrzymanym, gdyz wagi
tych funkcji wynikaja z usrednienia pewnych wartosci.

d) Reguta Savage’a (min-max)

n_ &

> Z(ml?x{sijk}-xij) — min, (35)

j=li=d,

sykzmlax{a,jk}—ayk,j=1,...,n, i=d;d;+1,..,g;,, k=1,..,T, (36)

gdzie s;; — wzgledna strata zwiazana z j-tq dzialalno$cia przy zalozeniu, ze skierowa-
nych zostanie do niej i jednostek oraz ze wystapi k-ty stan natury.
Na podstawie wzglednych strat ustalonych dla analizowanego przyktadu (tab. 2)
mozna sformutowaé odpowiednia funkcje celu:
max {6,8}x,, + max{1,0}x,, + max{0,0}x,, + max{2,3}x;, + max{7,12}x,, +
max {4,8}x,, + max{2,4}x,, + max{0,0}x;, + max{8,10}x,; + max{4,5}x,; + (37)

max{2,0}x,; + max{0,1}x;; — min.

Tabela 2
Tabela wzglednych strat

. Dziatalnos¢ A Dziatalnos¢ B Dziatalnos¢ C

4 wariant I wariant 11 wariant I wariant 11 wariant I wariant 11
0 8 7 12 8 10
1 1 0 4 8 4 5
2 0 0 2 4 2 0
3 2 3 0 0 0 1

Kierujac si¢ rownaniami (26)—(29) i (37), decydent powinien wybra¢ plan (2,3,3).
Gdy z gory okreslona jest maksymalna ilo$¢ srodka (b = 5), optymalny wynik jest
nastepujacy: (1,3,1).

Zaproponowane modele roznia si¢ od zadania (1)—(3) nie tylko postacia funkcji
celu, ktora tym razem uwzglednia fakt dziatania w warunkach niepewnosci, lecz in-
terpretacja zmiennych decyzyjnych. W pierwotnym modelu zbudowanym dla deter-
ministycznej odmiany zagadnienia alokacji zmienne x; moga przyjmowac¢ wartos$ci ze
zbioru liczb naturalnych i okre$laja wielkos$¢ $rodka skierowanego do danej dziatalno-
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ci. Jednakze, ze wzgledu na stablicowanie wartos$ci funkcji zyskow catkowitych,
wygodniej jest operowac przy formulowaniu zadan zmiennymi binarnymi z podwdj-
nym indeksem. Zmienna x; moze by¢ réwna ,,1”, gdy na j-ta dziatalno$¢ przeznacza-
my i jednostek $rodka, badz ,,0”, gdy taka wielko$¢ zasobu nie zostanie do niej skie-
rowana. Taki zabieg oznacza jednak, ze dla kazdej dziatalnosci nalezy zdefiniowac az
(g, — d; +1) zmiennych decyzyjnych’. Liczba warunkéw ograniczajacych nie ulegnie
wprawdzie zmianie, ale ich posta¢ stanie si¢ bardziej ztozona.

Zwroémy uwage na jeszcze jedna kwestie. W dotychczasowych rozwazaniach
przyjeto, ze decydent, w zalezno$ci od swego nastawienia do ryzyka, moze wybraé
model skonstruowany na podstawie jednej z omowionych regut. Z przedstawionych
zadan wynika, iz wybrane podejscie nalezy stosowa¢ w stosunku do wszystkich roz-
patrywanych dziatalnosci. Moze si¢ jednak zdarzy¢, iz decydent w rézny sposob be-
dzie oceniat inwestycje poczynione w poszczegdlnych dziatalnosciach. Na przyktad,
jego zdaniem, wystapienie pesymistycznego scenariusza moze okazaé si¢ znacznie
bardziej realne w przypadku pierwszej dziatalnosci, anizeli w przypadku pozostatych.
Jezeli zatozymy, iz sceptycyzm decydenta wobec konkretnej dziatalnosci jest catko-
wicie subiektywny, to nic nie stoi na przeszkodzie, aby zastosowa¢ odpowiednio
skonstruowana hybryde uwzgledniajaca rézne reguly postgpowania dla kolejnych
dziatalnosci. Warunki takiego modelu mieszanego nie ulegna zmianie. Zmienia si¢
tylko wagi funkcji celu.

5. Mozliwe procedury rozwiazania modeli decyzyjnych

Z zaproponowanych w rozdziale 4 modeli decyzyjnych i podanego przyktadu
liczbowego wynika, ze zastosowanie omowionych regut pozwala przypisa¢ kazdej
decyzji w ramach danej dzialalno$ci jedna konkretna warto$¢, co bardzo utatwia
dalsze obliczenia. Znika bowiem nieliniowy charakter rozpatrywanych zadan. Po
zredukowaniu modeli do postaci niezawierajacej funkcji typu max{} lub min{}
korzystanie z narzedzia Solver znajdujacego si¢ w pakiecie Excel jest mozliwe, ale
tylko w przypadku zadan o matych rozmiarach. Problemy charakteryzujace si¢ duza
liczba zmiennych i warunkéw ograniczajacych powinny by¢ rozwigzywane za po-
moca lepszych pakietow'’. Reczne rozwiazanie zaprezentowanych zadan nie jest
proste, gdyz ich zmienne decyzyjne przyjmuja warto$ci binarne, a wigc ustalenie
strategii optymalnej nawet dla problemow o matych rozmiarach moze okazaé si¢
dos$¢ czasochtonne.

% Rozmiar modeli jest wigc wyktadniczy wzgledem danych wejsciowych.
19 Zob. m.in. program QS (Quant System) oraz pakiet CPLEX (http://www.ilog.com/products/cplex).
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Przedstawione modele przypominaja zadania dotyczace binarnego zagadnienia
zatadunku, zwanego réwniez dyskretnym problemem plecakowym badz problemem
ztodzieja rabujacego sklep. Zagadnienie to formutujemy nastgpujaco. Mamy do dys-
pozycji plecak o maksymalnej pojemnos$ci (no§nosci) b oraz zbiér n elementow {xi,
Xj, ..., Xy}, przy czym kazdy element ma okreslong warto$¢ c; oraz wielko$¢ w; (np.
wage). Nalezy znalez¢ takie upakowanie plecaka, aby suma warto$ci znajdujacych si¢
w nim elementéw byla jak najwigksza. Zmienna x; przyjmuje warto$¢ 1, gdy j-ty
przedmiot zabieramy do plecaka, a ,,0”, gdy ten przedmiot nie znajdzie si¢ w plecaku.
Dyskretne zagadnienie plecakowe jest zaliczane do klasy problemow NP-trudnych,
a te z kolei mozna rozwiaza¢ za pomoca przegladu zupelnego, o duzej ztozonosci
obliczeniowej: @(2"), lub metody znacznie bardziej skutecznej, czyli programowania
dynamicznego''. My réowniez odwotamy sie do tej metody, zastepujac binarne zmien-
ne decyzyjne z podwdjnym indeksem zmiennymi x; takimi, ze j = 1, 2, ..., n
1x;e{d;,.., g} Metoda programowania dynamicznego sprawdza sig niezaleznie od

przyjetej reguly postepowania (patrz. rozdz. 4). Przyktadowo, tabele 3, 4 i 5 zawieraja
informacje o mozliwych maksymalnych wzglednych stratach dla n etapoéw, obliczo-
nych na podstawie programowania dynamicznego przy zatozeniu, iz decydent stosuje
regule Savage’a'”.

Tabela 3

Tabela mozliwych wzglednych strat
(etap ne

X4 S4(X4)
8

N(h Wi |— o=

NN [— O
(=) [l [l fal e

" http://pl.wikipedia.org/wiki/Problem_plecakowy

12 7e wzgledu na wzor (19), danymi wejsciowymi w zadaniu wykorzystujacym regufe Savage’a sa te
wzgledne straty, ktore okazaly si¢ najwyzsze dla poszczegdlnych decyzji (podkreslono je w tab. 2). War-
tosci te postuza nam do ustalenia tacznej wzglednej straty dla réznych wariantow decyzyjnych, a kombi-
nacje, dla ktorych poziom straty jest najnizszy, wskaza rozwigzania optymalne.

13 7 uwagi na przyjeta w rozdziale 4 warto$¢ parametru b, wzgledne straty obliczono jedynie dla x =
0,1, ..., 5, gdzie x stanowi wielko$¢ posiadanego zasobu (ktory niekoniecznie musi by¢ w catosci roz-
dzielony). Wyrazenie s,(x,) oznacza maksymalna wzgledna stratg dla dzialalnosci A z tytulu skierowania
do niej x, jednostek zasobu. Poniewaz, poczawszy od x, = 3, funkcja wzglednych strat zaczyna rosnaé,
nie warto kierowac do analizowanej dziatalno$ci wigcej niz 2 jednostki §rodka nawet wowczas, gdy wiel-
kos$¢ posiadanego zasobu jest wigksza.



Alokacja zasobu w warunkach niepewnosci ...

Tabela 4

Tabela mozliwych wzglednych strat (etap 2)'*

55(t5) 12 8 4 0
S,(x) B 1 2 3
X
8 0 20 - -
1 1 13 16 - -
0 2 12 9 12 -
0 3 12 8 5 8
0 4 12 8 4 1
0 5 12 8 4 0
Tabela 5§
Tabela mozliwych wzglednych strat (etap 3)
sex0) 10 5 2 1
S |, *lo 1 2 3
20 0 30 - - -
13 1 23 25 - -
9 2 19 18 22 -
5 3 15 14 15 21
1 4 11 10 11 14
0 5 10 6 7 10

19

Z tabel 3-5 mozna odczyta¢ optymalne strategie dla roznych pozioméw parametru b.

Dzigki metodzie programowania dynamicznego w miarg szybko otrzymujemy
rozwiazanie, lecz gdy liczba rozpatrywanych dziatalnosci, badz/i liczebno$¢ ich zbio-
row stanow dopuszczalnych, wzrasta, wtedy zwigksza si¢ rowniez liczba dokonywa-
nych obliczen. Kazda dodatkowa dziatalno$¢ wymaga wygenerowania kolejnej tabeli
mozliwych wzglednych strat (dla reguty Savage’a) badz mozliwych zyskow (dla po-
zostalych regul). Dlatego, jezeli tylko spelnione sa odpowiednie zalozenia, warto ko-

rzystac z procedur uproszczonych, o ktoérych byta mowa w rozdziale 2.

14 8,(x) okresla optymalny (minimalny) poziom wzglednej straty dla roznych wielkosci posiadanego
srodka przy zalozeniu, ze przydzielany jest on wylacznie dziatalnosdci A. Sy(x) — optymalny (minimalny)
poziom wzglednej straty dla réznych wielkosci posiadanego $rodka przy zatozeniu, ze przydzielany jest

on dziatalnosci A i B.
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Tabela 6

Optymalne strategie przy roznych poziomach parametru b '°

b Dziatalno$¢ A Dziatalno$¢ B Dziatalno$¢ C
0 0 0 0
1 1 0 0
2 1 0 1
3 1 1 1
4 1 2 1
5 1 3 1

nymi badz arytmetycznymi.

Gdy taczna iloé¢ srodka nie jest z gory ustalona, rozpatrywany problem przestaje by¢
NP-trudny. W takim przypadku znacznie szybciej uzyskamy rozwiazanie dzigki meto-
dzie ekstremow lokalnych, ktora znajduje zastosowanie we wszystkich czterech mode-
lach. W przypadku reguty Savage’a wystarczytoby znalez¢é minimalne wartosci dla kaz-
dej dziatalnosci sposrod maksymalnych wzglednych strat (tab. 7). Przy regule Walda
nalezatoby odszuka¢ maksymalne wartosci sposrod zyskéw minimalnych (tab. 8), nato-
miast przy modelach skonstruowanych na podstawie regut Hurwicza, czy tez Bayesa,
poszukiwane ekstrema dla kazdej dziatalnosci bylyby maksymalnymi $rednimi wazo-

Tabela 7

Tabela maksymalnych wzglednych strat (reguta Savage’a)

X; Dzialalno$¢ A Dziatalno$¢ B Dziatalno$¢ C
0 8 12 10

1 1 8 5

2 0 4 2

3 3 0 1

Tabela 8
Tabela minimalnych zyskow (reguta Walda)

X; Dzialalno$¢ A Dziatalno$¢ B Dziatalno$¢ C
0 0 0 0

1 5 3 4

2 6 5 6

3 4 7 8

$laja rozwiazanie optymalne.

'S Model skonstruowany na podstawie reguly Savage’a zaklada minimalizacje maksymalnych
wzglednych strat, a wigc wyznaczanie strategii optymalnych dla wybranej wartos$ci parametru b sprowa-
dza si¢ do znalezienia najmniejszych wartosci funkcji Sz(x), ktore pogrubiono w tabeli 5, a potem Sy(x)
i S1(x). W przypadku pozostatych trzech regut postgpowania to najwigksze wartosci tychze funkcji okre-
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Problem moze pojawi¢ si¢ wowczas, gdy nalezy skierowa¢ do analizowanych
dziatalnosci co najwyzej b jednostek zasobu. W tej sytuacji nalezy skorzystac z meto-
dy zyskow krancowych, ale pod warunkiem, ze ich funkcje beda nierosnace.

Tabela 9

Tabela zyskow krancowych (reguta Walda)

X; Dziatalno$¢ A Dziatalno$¢ B Dziatalno$¢ C

1 5 3 4

2 1 2 2

3 -2 2 2
Tabela 10

Tabela zyskow krancowych (reguta Hurwicza)

X; Dziatalno$¢ A Dziatalno$¢ B Dziatalno$¢ C

1 7,4 3,8 4,8

2 0,2 3,6 4.4

3 2,8 3,6 —0,4
Tabela 11

Tabela zyskow krancowych (reguta Bayesa)

X; Dziatalno$¢ A Dziatalno$¢ B Dziatalno$¢ C

1 6.5 3,5 4.5

2 0,5 3 3,5

3 -2.5 3 0,5

Okazuje sig, ze rozpatrywany przyktad liczbowy spetnia ten warunek dla wszyst-
kich trzech modeli zawierajacych kryterium maksymalizowane (tab. 9—11). Ustalenie
rozwigzania optymalnego dla dowolnego poziomu parametru b jest zatem mozliwe.
Na przyktad, stosujac regute Walda i przyjmujac, ze b = 5, powinnismy pierwsza jed-
nostke srodka skierowa¢ do dziatalnosci A, druga do C, trzecia do B, czwarta np. do B
i wowczas piata do B Iub C. Jezeli czwarta jednostka zostanie przydzielona dziatalno-
sci C, to piata moze trafi¢ do dziatalnosci B lub C. Posiadany zasob mozna zatem
ulokowac¢ na trzy rézne sposoby.

W przypadku kryterium minimalizowanego stosujemy oczywiscie metode kosztow
krancowych, z ktérej mozna skorzysta¢, gdy sa one niemalejace dla kazdej dziatalno-
sci (por. [15, s.167]). Kolejne jednostki srodka sa przydzielane tam, gdzie koszty
krancowe sa najmniejsze i tak dtugo, az pojawia si¢ nieujemne wartosci. Gdy ilos§¢
posiadanego zasobu ma by¢ rozdzielona w catosci, procedura ta znajduje zastosowa-
nie, o ile funkcje kosztéw calkowitych sa monotoniczne, a doktadniej malejace.
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Celem zadania skonstruowanego na podstawie reguty Savage’a nie jest jednak mi-
nimalizacja kosztow, lecz minimalizacja wzglednych strat. Gdyby$my mieli do czy-
nienia z tabela kosztow krancowych, wowczas alokacja zasobu polegataby na przy-
dzielaniu $rodka, poczynajac od najmniejszych kosztow krancowych, przy czym
punktem wyjscia przy rozdziale zasobu bylby pierwszy wiersz, czyli ten, dla ktorego
alokacja jest na poziomie jednej jednostki. W naszym przypadku nalezy przyjac nieco
inny sposob postgpowania. Tutaj punktem wyjscia nie jest pierwszy wiersz, lecz te
wiersze, ktore dla poszczegdlnych dzialalnosci wskazuja rozwiazanie optymalne przy
zatozeniu, ze taczna wielkos¢ przydzielonego zasobu moze by¢ dowolna (zob. tab. 7).
Chodzi zatem o wiersz trzeci dla dzialalnosci A 1 wiersz czwarty dla pozostatych
dwoch dziatalnosci. Kombinacja tych ,,pozioméw” wiaze si¢ jednak z alokacja 8 jed-
nostek (2+3+3). Jezeli dysponujemy pigcioma jednostkami, nalezy zmniejszy¢ ilo§é
przydzielonego zasobu, ,,przesuwajac si¢” do wyzej potozonych komorek w taki spo-
sob, aby przyrosty maksymalnej wzglednej straty (wzor (38)) byty jak najmniejsze.

5;(x,) =5, (x; +1) X; =0, —1
s5(x;)=40 , gdy szxj (38)
$;(x;)=s;(x; =1) X, = xj. + l,x; +2,..,8;,
gdzie:
s'(x;) — przyrost maksymalnej wzglednej straty zwiazany ze zmiang ilosci Srodka

przydzielonego j-tej dziatalnosci o jedna jednostke,
s{x;)) — maksymalna wzgledna strata zwiazana ze skierowaniem x; jednostek
srodka do j-tej dziatalnosci,

x; — optymalna wielkos$¢ srodka skierowanego do j-tej dziatalnosci przy zato-

zeniu, ze taczna ilo$¢ zasobu przydzielonego wszystkim dziatalnosciom moze byc
dowolna,

g — maksymalny dopuszczalny naktad $rodka na j-ta dziatalnos¢.

W pierwszym rzedzie nalezy zmniejszy¢ ilos¢ przydzielonego srodka o jedna jed-
nostke w przypadku dziatalnosci A i C (tab. 12). Dzigki temu taczna wielkos$¢ rozdzielo-
nego zasobu bedzie rowna juz tylko 6 jednostek. Nastgpny krok polega na obnizeniu
wielkosci $rodka przydzielonego dziatalnosci C o jeszcze jedna jednostkg. Strategii
optymalnej (1,3,1) odpowiada wzrost wzglednej straty w stosunku do rozwiazania wy-
generowanego dla zadania pomijajacego warunek (2) o 1+ 1+ 3 =5 tys. zh.

Przyjmijmy, ze zaprezentowana nowa procedura bedzie nosi¢ nazwe metody przy-
rostow wzglednych strat. Tak jak zastosowanie, znanej z literatury, metody zyskow
(kosztow) krancowych wymaga spelienia warunku o nierosnacych zyskach kranco-
wych (niemalejacych kosztach krancowych), tak tez korzystanie z metody przyrostow
wzglednych strat jest mozliwe, o ile spelnione zostanie nastgpujace zalozenie:



Alokacja zasobu w warunkach niepewnosci ... 23

sh(x;) 255 (x; +1) x.=0,1,...,x

: , , gdy
si(x;) 285 (x; =)

%~ %

: (39)
xj=xj+1, x<+2,...,gj.

Tabela 12

Tabela przyrostoéw maksymalnych wzglednych strat (reguta Savage’a)

X; Dziatalnos¢ A Dziatalnos¢ B Dziatalnos¢ C

0 7/@@\‘4 5

1 Al J 4 o3

2 N~ 0 4 R1_ Keok1
3 3 0 Ko

Zauwazmy, ze gdy ilo$¢ zasobu jest dowolna, rozwigzanie otrzymujemy od razu —
zerowa warto$¢ przyrostu maksymalnej straty wskazuje optymalna liczbe jednostek,
jaka nalezy skierowa¢ do danej dziatalnosci.

Ponizej podano algorytm generowania strategii optymalnej metoda przyrostow
maksymalnych wzglednych strat, gdy ilo$¢ rozdzielonego Srodka nie moze przekro-
czy¢ b.

Majac dane rozwiazanie optymalne dla zadania pomijajacego warunek (24),

n

sprawdzamy, czy r = ij <b, gdzie x; — optymalna ilo$¢ $rodka skierowanego do
j=1

Jj-tej dziatalno$ci. Jezeli tak, otrzymana strategia jest rOwniez optymalna dla problemu

uwzgledniajacego nierownosé (24). Jezeli " = ij > b, nalezy zmniejszy¢ wielkos¢
j=1

ulokowanego zasobu w stosunku do rozwiazania ( x; , ..., x:) o (r — b) jednostek. K-ta

jednostke $rodka ,,odbieramy” tej dziatalnos$ci, ktéra w danym etapie spetnia warunek

Sp(xf) = min {s’(x}" =1}, (40)

=l,...,

gdzie: xjf ~' — warto$é zmiennej x; otrzymana w (k-1) etapie.

Poczatkowo x; = x_? = x; dlaj=1,2, ..., n. Zmienna x;, dla ktérej w k-tym etapie:

=~

a) s (xffl -1)>S; (xf’l) , przyjmuje w k-tym etapie warto$¢é xjf =xi,

~ o ~

b) s} (x_’;_l -1)=S5, (x_’;'l) , przyjmuje w k-tym etapie warto$¢ x_’; =x1-1.
Gdy istnieje wigcej niz jedna zmienna x;, dla ktérej w k-tym etapie s’ (xﬁ o =

Y (x_’;'l) , nalezy zmniejszy¢ warto$¢ tylko jednej z nich, a pozostate zmienne rozpa-
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trzy¢ w kolejnych iteracjach. Obliczenia konczymy, gdy fo =b . Dalszemu obni-
Jj=1

zaniu ilosci rozdzielonego zasobu towarzyszytby wzrost wzglednej straty, zatem dla
rozwigzania zadania (22)—(24), (35)—(36) i przy zatozeniu (39) — warunek (24) bedzie
zawsze wiazacy. Stosujac powyzszy algorytm dla analizowanego zadania, otrzymamy
rozwigzanie optymalne, ktore niekoniecznie musi by¢ jedynym. Z wigksza liczba
strategii optymalnych mozemy mie¢ do czynienia wowczas, gdy istnieje wigcej niz
jedna zmienna x;, dla ktorej w k-tym etapie s’ (xjf Ton=s5; (xjf M.

Generowanie rozwiazania metoda przyrostow wzglednych strat rowniez wtedy,
gdy warunek (39) nie jest spelniony, moze skutkowac btgdem w obliczeniach. Przyj-
mijmy na przyktad, ze maksymalne wzgledne straty oraz ich przyrosty sa rowne war-
tosciom zamieszczonym w tabelach 13 1 14.

Tabela 13
Tabela maksymalnych wzglednych strat (reguta Savage’a)
X; Dziatalno$¢ A Dzialalno$¢ B Dziatalno$¢ C
0 3 6 3
1 0 4 5
2 1 0 2

Tabela 14

Tabela przyrostoéw maksymalnych wzglednych strat (reguta Savage’a)

X; Dzialalno$¢ A Dziatalno$¢ B Dzialalno$¢ C
0 3 2 =2
1 0 4 3
2 1 0 0

Gdy taczna wielko$¢ przydzielonego zasobu jest dowolna, strategia (1,2,2) jest
optymalna. Jezeli natomiast b = 4, to odczytanie rozwigzania optymalnego z tabeli 14
nie jest juz takie oczywiste. Wydawaé by si¢ moglo, ze szukanym wynikiem jest
(0,2,2) lub (1,2,1). Tymczasem okazuje si¢, ze optymalna strategia wygenerowana za
pomoca metody programowania dynamicznego ma postac (2,2,0)! Na podstawie tego
przyktadu mozna wyciagnaé nastepujacy wniosek. Niech »  oznacza taczna ilo§é
srodka przydzielonego w sposob optymalny wszystkim dziatalno$ciom przy zatoze-
niu, ze wielko$¢ posiadanego zasobu nie jest z gory ustalona. Gdy warunek (39) nie
jest speliony, rozwiazanie dla konkretnego poziomu parametru b < " moze polegaé
na zmniejszeniu ilosci $srodka skierowanego do konkretnej dziatalnosci, w stosunku
do optymalnej wielkosci ustalonej dla zadania pomijajacego warunek (24), przy jed-
noczesnym zwigkszeniu wielkosci zasobu dla innej dziatalnosci!
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Metoda przyrostow maksymalnych wzglednych strat nie jest oczywiscie jedynym
uproszczonym podej$ciem, jakie mozna zastosowac, gdy obowiazuje warunek (24). Moz-
na przeciez tabele maksymalnych wzglednych strat (tab. 7) przedstawic jako tabelg zyskow
ujemnych, a nastepnie skorzystac¢ z metody zyskow krancowych (zob. rozdz. 2).

Podsumowanie

1. W literaturze mozna znalez¢ opis deterministycznej i stochastycznej wersji pro-
blemu alokacji zasobu [14], [18]. W niniejszym opracowaniu natomiast podjgto probe
sformutowania modeli decyzyjnych, mogacych znalez¢ zastosowanie w zagadnieniu
alokacji zasobu w warunkach niepewnosci. Zaproponowane modele dotycza jedno-
wymiarowych procesow alokacyjnych, czyli takich, w ktorych rozporzadzamy tylko
jednym jednorodnym zasobem [2, s. 11-44]. Przedstawione zadania charakteryzuja
si¢ binarnymi zmiennymi decyzyjnymi oraz nieliniowa funkcja celu, ktora mozna
w bardzo prosty sposob sprowadzi¢ do postaci liniowe;.

2. W zwiazku z tym, iz rozdziat srodka w warunkach niepewnosci pomigdzy
n dzialalnos$ci sprowadza si¢ do wyznaczenia n optymalnych strategii czystych, wyko-
rzystano w zaprezentowanych modelach decyzyjnych reguly Walda, Hurwicza,
Bayesa i Savage’a. Podkreslono rowniez, iz istnieje mozliwos¢ skonstruowania mo-
delu uwzgledniajacego jednoczesnie rozne reguty decyzyjne. W pracy przyjeto, ze
decyzja podejmowana jest jednokrotnie. Gdyby natomiast celem poruszonego pro-
blemu byto wielokrotne podejmowanie decyzji przy tej samej macierzy wyplat, nie
byloby powodu, by z gory zaktadac, iz za kazdym razem nalezy wybiera¢ t¢ sama
decyzje dla danej dziatalnosci. Lepsze mogloby si¢ okaza¢ podejmowanie roznych
mozliwych decyzji z okreslona czgstoscia i wowczas alokacja zasobu polegataby na
wyborze strategii mieszanej (por. [4, s. 140]). Z uwagi na warunek (24) sformutowa-
nie i rozwigzanie powyzszego problemu nie byloby jednak takie proste.

3. Oprocz modeli przedstawiono rowniez procedury, umozliwiajace rozwiazanie
tychze zadan. Okazuje sig, iz poza metoda programowania dynamicznego mozna ko-
rzysta¢ z opisanych w literaturze procedur uproszczonych [9], [15], jesli tylko dany
problem spelnia odpowiednie zatozenia. Metoda ekstremow lokalnych moze by¢ sto-
sowana niezaleznie od przyjetej reguty postgpowania, o ile maksymalna wielkos¢
zasobu, ktora rozdzielamy pomigdzy analizowane dziatalnosci, nie jest z gory ustalo-
na. Gdy nalezy przydzieli¢ srodek w ilosci nieprzekraczajacej pewnego zadanego
poziomu, metoda zyskoéw krancowych moze si¢ okaza¢ bardzo przydatna pod warun-
kiem, ze funkcje zyskow krancowych dla poszczegdlnych dziatalnosci sa nierosnace. To
zatozenie ma sens jedynie dla modeli skonstruowanych na podstawie reguty Walda,
Hurwicza i Bayesa. Punktem wyjscia dla wymienionych regul jest tabela zyskow.
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W przypadku reguly Savage’a, bazujacej na wzglednych stratach, konieczne jest
przyjecie nieco innego sposobu postepowania zarowno w zakresie generowania tabeli
z wynikami marginalnymi (zob. warunek (38)), jak i w zakresie formulowania zato-
zen, ktore dane zadanie powinno spetni¢, by mozna je bylo rozwiaza¢ procedura
uproszczong (wzor (39)).

4. Jest rzecza oczywista, iz znajomos$¢ doktadnych zyskow z tytutu rozdziatu srod-
ka pomigdzy dziatalnosci nie jest jedynym upraszczajacym zatozeniem, przyjetym
w zagadnieniu alokacji zasobu. Rozwiazujac zadanie przyjmujemy, ze rozpatrywane
dziatalnosci funkcjonuja catkowicie niezaleznie (zob. rozdz. 1). Zatdézmy, ze Srodkiem
do rozdziatu jest kapitat, ktory mozna skierowaé¢ do roznych obszaréw w celu rozpo-
czeeia inwestycji. Okazuje sig, ze w rzeczywistosci inwestycje rozpoczgte na danym
terenie moga wptynaé na sytuacj¢ w innym obszarze nawet wowczas, gdy jest pomig-
dzy nimi wyznaczona granica. Dalsze rozszerzenie modeli optymalizacyjnych stoso-
wanych w zagadnieniu alokacji zasobu mogtoby dotyczy¢ wlasnie tej kwestii.
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Resource allocation under uncertainty:
choice models and computational procedures

The deterministic and stochastic versions of the resource allocation problem have already been dis-
cussed in the literature. The goal of this contribution is to formulate optimization models applicable to the
problem of resource allocation under uncertainty, which signifies that profits resulting from the assign-
ment of a quantity of resource to a given activity, are defined as random variables with unknown distri-
bution. The author presents four models depending on the attitude of the decision-maker towards states of
nature that may occur, and refers to the rules formulated by Wald, Hurwicz, Bayes and Savage to this
end. Possible computational procedures, allowing finding the optimal solution for each case, are also
analyzed. Apart from the dynamic programming, two simplified methods used for the deterministic ver-
sion of resource allocation can also be applied when decisions are made under uncertainty. However,
these two methods require that the problem fulfil additional assumptions, which are partially different
from those formulated for the deterministic approach.

Keywords: resource allocation problem, dynamic programming, binary choice models, decision-making
under uncertainty, states of nature, pure strategy, mixed strategy, binary knapsack problem



