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SZACOWANIE MODELU RYNKOWEGO
CYKLU ZYCIA PRODUKTU

Przedstawiono zasadnicze podejscia do statystycznego szacowania modelu rynkowego cyklu zy-
cia produktu. Oméwiono najczgstsze trudnosci estymacji w zwiazku z niekompletnos$cia (fragmenta-
ryczno$cia) danych statystycznych. Sporo uwagi po$wigcono wynikajacym z potrzeb praktyki mody-
fikacjom modeli tradycyjnych. Opisano budowe¢ modelu cyklu zycia produktu za pomoca funkcji
typu ,,wzrost-spadek”. Najogdlniejsze, 1 dajace najwigcej mozliwosci, jest zaproponowane podejscie,
polegajace na szacowaniu modelu segmentowego, ztozonego z rosnacej oraz malejacej funkcji logi-
stycznej.

Stowa kluczowe: modele cyklu zycia produktu, funkcje wzrost-spadek, funkcja logistyczna

1. Rynkowy cyKkl zycia produktu

Rynkowy cykl zycia produktu to pewna funkcja zmiennej czasowej ¢, ktora opi-
suje ksztaltowanie si¢ sprzedazy produktu od chwili wprowadzenia go na rynek, po
zakonczenie sprzedazy. Rynkowy cykl zycia produktu to ten fragment cyklu zycia
produktu, w ktorym ma miejsce jego sprzedaz. Jest to swego rodzaju trend sprzeda-
zy. Nie jest to jednak trend tradycyjny, lecz funkcja speiniajaca pewne zalozenia
wynikajace z teorii ekonomii i praktyki. Przede wszystkim musi to by¢ funkcja
obejmujaca przynajmniej dwie podstawowe fazy zmian sprzedazy — fazg wzrostu
sprzedazy oraz fazg spadku.

Standardowy rynkowy model cyklu zycia produktu obejmuje trzy fazy: wzrost, doj-
rzatos¢ i spadek ', co zilustrowano na rysunku 1. Symbol Y oznacza wielko¢ sprzedazy

* Katedra Ekonometrii, Akademia Ekonomiczna, al. Niepodlegtosci 10, 60-967 Poznan, e-mail: Bo-
gustaw.Guzik@ae.poznan.pl

! Nie ma zgodnosci autoréw co liczby etapoéw cyklu zycia produktu. Niektorzy autorzy wyodrebniaja
tylko dwie fazy (cykl zycia i recykl), inni — trzy, cztery, a nawet sze$¢; por. B. Sojkin, Etap wprowadza-
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produktu, ¢ jest zmienna czasowa. Umowimy sig, ze = 1 oznacza moment dokonania
pierwszej obserwacji empirycznej (ktory niekoniecznie oznacza moment rozpoczecia
sprzedazy); przy tym kolejne obserwacje empiryczne maja numery t=1,2,3, ..., T.
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Probujac zidentyfikowac cykl zycia produktu na podstawie danych statystycznych,
spotyka si¢ rdzne sytuacje, niekoniecznie zgodne z modelem standardowym:

1. Przede wszystkim dane moga by¢ fragmentaryczne i obejmowac tylko albo faze
wzrostu (lub jej czg$¢), albo fazg spadku (lub jej czg$¢), albo jaki§ inny fragment cy-
klu zycia produktu.

2. Faza wzrostowa moze charakteryzowa¢ si¢ jednolitym kierunkiem zmian, na
przyktad wzrostem coraz szybszym albo coraz wolniejszym. Moze tez charakteryzo-
wac sig¢ zmienng predkoscia: najpierw wzrost coraz szybszy, potem coraz wolniejszy
(lub odwrotnie). To samo dotyczy fazy spadkowe;j.

3. Dolny poziom fazy spadkowej moze by¢ zerowy (sprzedaz spada do zera), ale
moze by¢ dodatni (sprzedaz stabilizuje si¢ na pewnym niskim poziomie). Podobnie
jest z dolnym poziomem w fazie wzrostowej — sprzedaz moze rozwijac si¢ poczatko-
wo bardzo powoli, moze tez od razu osiagna¢ duza warto$¢.

4. Mozliwe sa tez roznego rodzaju zaburzenia cyklu — recykle, zaburzenia sezonowe.

Z krétkiego przegladu mozliwych sytuacji wynika, ze skonstruowanie jednolitego
modelu cyklu zycia produktu odpowiadajacego wszystkim sytuacjom jest — praktycz-
nie biorac — niemozliwe.

Dalej zajmujemy si¢ nastgpujacym przypadkiem szczegdlnym (podobnym jak na
rysunku 1):

e faza wzrostu charakteryzuje si¢ poczatkowo wzrostem coraz szybszym, a potem
coraz wolniejszym i ma gorna asymptote pozioma (gorny putap);

nia w cyklu Zycia produktu [w:] Wprowadzanie nowego produktu na rynek (red. B. Sojkin), Wyd. AE
w Poznaniu, Poznan 2003. Jesli za§ wzia¢ pod uwagg caly cykl zycia produktu, ktéry rozpoczyna sig
etapami poczatkowymi: (1) badania nad produktem, (2) wprowadzenie produktu na rynek, a konczy
etapem zaprzestania sprzedazy (lub produkcji) i utylizacji niesprzedanych produktow oraz srodkéw tech-
nicznych stuzacych do sprzedazy (produkcji) itp., to tych etapow bedzie jeszcze wigcej — nawet 10.
O cyklu zycia produktu obszernie napisano w ksigzce: L. Garbarski, I. Rutkowski, W. Wrzosek, Marke-
ting — punkt zwrotny nowoczesnej firmy, PWE, 2000.
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e faza spadku charakteryzuje si¢ poczatkowo spadkiem coraz szybszym, a potem
coraz wolniejszym i ma dolng asymptote pozioma (dolny putap);
e faza Srodkowa (faza stabilizacji) moze by¢ bardzo krétka lub diuga;

e materiat statystyczny moze dotyczy¢ tylko jednej z faz (albo wzrostu, albo spad-
ku), albo obu tych faz.

2. Estymacja modelu na podstawie
fragmentarycznych danych z fazy wzrostowej

Niekiedy jest tak, ze obserwowane dane statystyczne dotycza tylko fragmentu fazy
wzrostowej (poczatkowego” — rys. 2 lub koncowego® — rys. 3).
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Patrzac ,.czysto statystycznie” na zaprezentowane przebiegi, nalezaloby powie-
dzie¢, ze dane z rysunku 2 upowazniaja tylko do oszacowania trendu rosnacego coraz
szybciej (na przyklad trendu wyktadniczego lub potegowego). Z kolei dane z rysunku 2
upowazniaja do oszacowania trendu rosnacego coraz wolniej (np. logarytmicznego
lub hiperbolicznego)*.

Trendy te nie moga by¢ jednak uznane za modele rynkowego cyklu zycia produk-
tu, gdyz z teorii i praktyki badania cyklu zycia produktow wiadomo, ze przebieg jest
niemonotoniczny (zmienia kierunek): po fazie wzrostu wystapi faza stabilizacji,
a nastepnie — faza spadku. Ekstrapolacja takich trendow za$ jest monotoniczna.

% Na przyktad dlatego, ze sprzedaz produktu rozpoczeta sig stosunkowo niedawno.

3 Poniewaz sprzedaz trwa od tak dawna, Ze nie ma danych z okresu wprowadzenia produktu na
rynek.

4 Przeglady najczeséciej uzywanych w ekonomii modeli ekonometrycznych zawiera prawie kazdy pod-
recznik ekonometrii, na przyktad: B. Guzik, Ekonometria, Wyd. AE Poznan, Poznan 2005, rozdz. 8-10.
W ksiazce tej opisano tez najpopularniejsze metody estymacji takich modeli.
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Jesli dane statystyczne sa fragmentaryczne, mozna zastosowac jedno z trzech na-
stepujacych podejs¢, w zaleznosci od tego, ktory fragment cyklu zycia produktu
chcemy oszacowac.

Podejscie 1. Szacujemy odpowiedni trend monotoniczny, traktujac go jako model
tego fragmentu cyklu zycia produktu, ktérego dotycza posiadane dane statystycz-
ne.

Poprzestanie tylko na jednym fragmencie fazy nie jest jednak cickawe. W oczy-
wisty sposob interesuje nas bowiem dalszy przebieg zjawiska, czyli prognozy sprze-
dazy w przysztosci, a wiemy, ze ekstrapolacja trendu (np. wyktadniczego) nie moze
by¢ dhlugotrwata wobec — wynikajacej z natury cyklu zycia produktu — pewnosci
przetaczenia (rys. 4); najpierw na wzrost coraz wolniejszy, potem wrecz na spadek.

ekstrapolacja trendu
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prognozowane przelaczenie

Rys. 4

W kazdym razie ekstrapolowa¢ taki trend mozemy tylko do momentu przetacze-
nia. Moment ten trzeba prognozowa¢ na podstawie dodatkowych badan, co samo
w sobie moze by¢ bardzo trudne.

Jesli idzie o modelowanie przebiegu sprzedazy produktu poza materiat statystycz-
ny (ekstrapolacja w przod lub/i wstecz), to mozna byloby wykorzysta¢ analogie do
sprzedazy podobnych produktow, dla ktéorych oszacowany zostat praktycznie caty
cykl zycia.

Podejscie 2. Okresla si¢ a priori ogolng postac trendu dla catej fazy wzrostowe;j
i na podstawie fragmentarycznych danych szacowany jest 6w trend jako model
catej fazy wzrostowej.

Jest to trudne, ale — poprzez dobor odpowiednich funkcji matematycznych — moz-
liwe. Na przyktad mozna oszacowaé, omoéwiong w nastepnym rozdziale, funkcje logi-
styczna lub funkcje wyktadniczo-hiperboliczng, lub podobnego typu funkcje tzw.
s-ksztattna (por. rys. 5).
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Rys. 5

To podejscie jest ciekawsze od poprzedniego, gdyz na podstawie danych frag-
mentarycznych prébuje si¢ odgadnaé (prognozowac) dalszy przebieg cyklu zycia pro-
duktu. Jest zrozumiate, ze trzeba tu bardzo rozwaznie okresli¢ ogolna postaé modelu
cyklu zycia w fazie wzrostowej, gdyz informacja statystyczna dotyczy np. tylko 2
fazy i tatwo o pomyiki, skutkujace zaskakujacymi i r6znorodnymi przebiegami poza
zakresem danych empirycznych (rys. 6).
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Podejscie 3. Okresla si¢ a priori ogdlna posta¢ modelu cafego cyklu zycia pro-
duktu i szacuje si¢ 6w model na podstawie danych fragmentarycznych z fazy
WZrostowe;j.

Podobnie jak wcze$niej, jest to wprawdzie klopotliwe, wymaga bowiem ustalenia
hipotetycznego ksztattu, i to catego, modelu cyklu zycia produktu oraz — dodatkowo —
zapewnienia w procesie estymacji postulatéw co do wartosci parametréw, ale mozli-
we do wykonania. W szczegdlnos$ci mozna oszacowa¢ omowione w rozdziale 4 funk-
cje typu ,,wzrost-spadek”, na przyktad funkcje potegowo-wyktadnicza® (rys. 7).

a ct

3 Funkcja wyraza si¢ rownaniem Y= At‘e”.
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funkcja potggowo-wyktadnicza

dane empiryczne

Rys. 7

Pewnym klopotem w tego typu obliczeniach jest niestabilno$¢ oszacowan modelu,
gdyz caty model jest szacowany na podstawie matego fragmentu cyklu. Mozna wska-
za¢ wiele modeli, ktoére beda praktycznie tak samo dobre w obszarze posiadanych
danych statystycznych, a przy tym beda si¢ wyraznie roéznity w dalszych odcinkach
cyklu.

2. Estymacja modelu na podstawie pelnych danych
dla fazy wzrostu

Rozpatrujemy sytuacje, gdy dane statystyczne dotycza calej (rys. 8) lub prawie
catej (rys. 9) fazy wzrostu:

gsuEEER .
YA ““ Y A ““
o o
* *
Q PR
N o°
: *
R4 Q’
4 g
4 Q
& >
g .
* *
Q -
o o
_-_.$" banns®®
> —» ¢
Rys. 8 Rys. 9

Generalnie biorac, mozna byloby zastosowa¢ dwa podejscia:

Podejscie 1. Na podstawie danych dotyczacych fazy wzrostowej szacujemy caty
model cyklu zycia produktu.
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Mozna tu wykorzysta¢ wspomniane funkcje typu ,,wzrost-spadek” (niektore z nich
opisano w rozdziale 4). Podejscie to wymaga sformutowania hipotezy co do postaci
modelu dla catego cyklu zycia produktu (rys. 10).

A jane empiryczne
Y

funkcja typu wzrost-spadek

> ¢
Rys. 10

Podejscie 2. Na podstawie danych dotyczacych fazy wzrostowej szacujemy mo-
del tylko dla fazy wzrostowej i przyjmujemy ten trend za model cyklu zycia pro-
duktu w fazie wzrostu.

Szacujac model dla fazy wzrostowej na podstawie danych z fazy wzrostowej,
mozna zastosowac tzw. funkcje s-ksztaltne (sigmoidalne), wsrdd ktorych w analizach
ekonomicznych najwazniejsze znaczenie ma funkcja logistyczna oraz funkcja wyktad-
niczo-hiperboliczna.

1. Rosngcy trend logistyczny (rys. 11) wyraza sig, jak wiadomo, wzorem:

gdzie parametry a, b > 0, natomiast ¢ < 0°.
Y A
a
= > ¢
Rys. 11

5 W Polsce na temat tej funkcji pisano juz dawno, na przyktad: O. Lange, Wstep do ekonometrii,
wyd. II, PWN, Warszawa 1961; Z. Pawtowski, Uwagi o warunkach wyznaczania trendu logistycznego,
Przeglad Statystyczny nr 1, 1967; W. Szwarc, Uwagi o metodzie tempa wzrostu, Handel Wewngtrzny,
nr 2-3, 1966; Z. Czerwinski, Matematyka na ustugach ekonomii, wyd. 11I, PWN, Warszawa 1972.
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e Parametr a jest oszacowaniem maksymalnego poziomu sprzedazy produktu.

W literaturze proponuje si¢ rozne metody szacowania modelu logistycznego — na
przyktad metode Hotellinga lub metode arbitralnie ustalanego parametru a (poziomu
nasycenia)’. Mozna tez korzysta¢ z profesjonalnych pakietow obliczen statystycz-
nych. Jesli jednak idzie o powszechnie dostgpne oprogramowanie komputerowe, to
poleca si¢ wykonywanie odpowiednich obliczen w Solverze arkusza kalkulacyjnego
Excel®.

2. Rosngcy trend wyktadniczo-hiperboliczny jest okre§lony wzorem:

Y =4, )

gdzie parametr 4 > 0, natomiast » <0 , przy tym ¢ > 0.

e Parametr 4 okre§la gérna asymptotg, czyli maksymalny poziom zjawiska (jest on
odpowiednikiem parametru a funkcji logistycznej).

Przebieg trendu wyktadniczo-hiperbolicznego’ jest podobny do przebiegu standar-
dowego trendu logistycznego, z tym ze poczatkowa faza wzrostu coraz szybszego jest
w przypadku trendu wyktadniczo-hiperbolicznego znacznie krotsza. Warto$¢ z trendu

dla ¢ = 0 jest rowna zero'.
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Rys. 12

Trend wyktadniczo-hiperboliczny mozna oszacowa¢ posrednio poprzez oszaco-
wanie formy zlinearyzowanej albo — jak w przypadku trendu logistycznego — korzy-

7 Por. np. B. Guzik, Ekonometria, Wyd. AE, Poznan 2005, s. 206-212.

8 Solver to, jak wiadomo, modut obliczen optymalizacyjnych. Moze by¢ jednak z powodzeniem za-
stosowany w estymacji ekonometrycznej, gdyz zagadnienia dopasowania modelu do danych empirycz-
nych to takze zagadnienia optymalizacji. Zaleta Solvera jest to, ze moze by¢ uzyty do realizacji szerokiej
klasy metod estymacji: przy réznych kryteriach dopasowania (np. dla minimalizacji zwyklej lub uogo6l-
nionej sumy kwadratow, minimalizacji sumy modutéw reszt, minimalizacji reszt wzglednych itd.) oraz
przy szerokiej klasie liniowych lub nieliniowych warunkow pobocznych. Wada jest to, Ze jest to procedu-
ra iteracyjna, niekoniecznie dajaca dokltadne optimum. Dla celéw praktycznych jest ona jednak wystar-
czajaca.

° Niekiedy zwanego funkcja Gompertza lub trendem odwrotnie wykladniczym.

19Bo przy b < 0 wyktadnik b/t bedzie rowny — oo, a funkcja ¢* dla x = — oo jest réwna 0.
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stajac z pakietow obliczen statystyczno-ekonometrycznych, albo za pomoca Solvera
arkusza Excel.
Modelowanie faz wzrostowych za pomoca funkcji logistycznej lub funkcji wyktad-
niczo-hiperboliczne;j jest znane i dlatego nie bedziemy rozwijaé tej problematyki''.
Chcieliby$Smy jeszcze przedstawi¢ dwie modyfikacje ,klasycznej” funkcji logi-
styczne;j.

Modyfikacja 1 — przesuniecie po osi Y

Standardowa funkcja logistyczna (przy parametrze ¢ ujemnym i parametrach
a oraz b dodatnich) dla momentéw czasu ¢ potozonych na lewo od # = 0 ma warto$ci
dodatnie, ale bliskie zeru'>. W odniesieniu do modelu cyklu zycia produktu oznacza to
sugesti¢, iz prawie zerowy poziom sprzedazy wystgpuje dopiero w ,,bardzo odlegtej”
przesztosci, po czym poczatkowo sprzedaz ros$nie bardzo wolno (i dla ¢ = 0 osiaga
poziom dodatni). Jednak nie zawsze ma to miejsce:

1° Sprzedaz produktu mogla by¢ prowadzona od dawna; stad juz nawet dla # < 0
mogla osiaga¢ warto§¢ wyraznie dodatnia, czyli pewne minimum, rowne powiedzmy
d>0 (rys. 13).

przebieg zmodyfikowany
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2° Moze by¢ tez odwrotnie — sprzedaz osiaga niezerowy poziom dopiero dla mo-
mentu ¢,> 0 (rys. 14). Wtedy — formalnie — poziom zjawiska dla ¢ < ¢, bedzie ujemny.
Aby to zapisa¢, trzeba przyjaé, ze minimalny poziom d jest (formalnie) ujemny".

Ten minimalny poziom d jest jeszcze jednym parametrem modelu. Zmodyfikowa-
ne rownanie modelu ma postac:

' Dogwiadczenia empiryczne wskazuja, ze lepszy opis faz wzrostu otrzymuje si¢ czesciej za pomoca
trendu logistycznego niz trendu wyktadniczo-hiperbolicznego.

12 Bardziej poprawnie: dla r — — oo standardowa funkcja logistyczna dazy do zera.

13 Ale funkcja jest modelem cyklu zycia produktu dopiero dla ¢ > ,.



40 B. Guzik

Y=—2_ +d, (ab>0;c<0), 3)
1+ be°

W tym wypadku oszacowanie maksymalnego poziomu sprzedazy zapiszemy jako
g=a+td. “)

Podobnie mozna proponowaé¢ uwzglednienie dolnego poziomu dla funkcji wy-
ktadniczo-hiperboliczne;j:

Y=Ade"" +d, (4>0,b<0). (5)
Oszacowaniem maksymalnego poziom sprzedazy jest
g=A+d. (6)

Modyfikacja 2 — przesuniecie po osi t

Standardowy przebieg logistyczny zazwyczaj nie odpowiada spotykanej niekiedy
w praktyce sytuacji, ze sprzedaz od razu, od momentu uruchomienia, jest duza, a jej
przebieg w fazie poczatkowej jest zblizony do przebiegu w srodkowej fazie wzrostu
standardowego. Uwzglgdnienie tego postulatu praktycznego prowadzi do przesuniecia
przebiegu standardowego po osi czasu na lewo, czyli ustawienia punktu odliczania na
lewo od ¢ = 0 (zob. rys. 15 — przebieg empiryczny I).

Y A przebieg empiryczny |

1““--

przebieg standardowy

Jory e 'p‘rzebieg empiryczny 11

|
.
wmnuns®®

Rys. 15.

Moze tez by¢ inaczej — sprzedaz rozpoczyna si¢ pdzniej niz w momencie ¢ =1, co
oznacza przesunigcie przebiegu standardowego po osi czasu na prawo (rys. 15 — prze-
bieg empiryczny II). Punktem odliczania jest wowczas pewien moment na prawo.

Formalnie przesunigcia takie mozna zapisac jako przenumerowanie zmiennej cza-
sowej. Zamiast zmiennej oryginalnej ¢ bierze si¢ wtedy zmienng pomocnicza:

x=t+p14. (7N

14 Na przyktad przesuniecie p = 5. Wtedy obserwacja dotyczaca czasu ¢ = 0 ma numer x = 5, a obser-
wacja dotyczaca ¢ = —5 ma numer x = 0 i bedzie nowym punktem odliczania.
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Parametr p moze by¢ ustalany a priori lub szacowany. Przesunigty model logi-
styczny ma postac:

Y=—2% 44 (4 b>0,c<0), (8)
1+ be™
gdziex =t + p.

Podobnego typu przesunigcia po osi czasu, czyli przenumerowanie zmiennej czaso-
wej moga dotyczyé innych funkeji, np. funkcji wyktadniczo-hiperbolicznej' i innych'®.
Przesunigcie p musi by¢ takie, aby odpowiednia funkcja byta dobrze okreslona'’. Funk-
cje standardowe sa szczegdlnym przypadkiem funkcji z przesunigciem p = 0.

Przyklad
Dysponujemy nastepujacymi danymi dotyczacymi wielkosci sprzedazy:
Y 11 12 13 15 17 19 21 25
t 1 2 3 4 5 6 7 8
Y 31 37 45 55 65 79 83
t 9 10 11 12 13 14 15
Dane empiryczne zaprezentowano na rysunku 16.
100
ey
80 e *
o
60 o
[ ]
40 o
. L]
20 5 O -
e o o °
0 T T T T T T T T T T T T T T T 1
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Rys. 16

Chcemy oszacowac logistyczny model fazy wzrostowej cyklu zycia produktu:

5 Wtedy ¥ = 4e”’* +d, (4>0,b<0;x>0).

'® Dodajmy, ze przesuniecie jest nieistotne (niepotrzebne), np. gdy zmienna zalezna jest wielomia-
nowa funkcja zmiennej ¢. Przyktadowo jest ono nieistotne dla trendu wyktadniczego, gdyz w przypadku
trendu wyktadniczego trend dla /nY jest liniowa funkcja 7.

17 Na przyktad dla funkcji wyktadniczo-hiperbolicznej musi byé p > 0.
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Y=—%  +d  (ba>0,c<0).
1+ be”

Uwzgledniamy poziom minimalny d, gdyz warto$¢ zjawiska w momencie ¢ = 1 jest
zbyt duza w poréwnaniu z wynikajacym ze standardowego przebiegu funkcji logi-
stycznej'®.

Po zastosowaniu klasycznej metody najmniejszych kwadratow (realizowanej przez
Solver Excela) otrzymano nastepujace oszacowanie fazy wzrostowej cyklu zycia pro-
duktu:

106,5

= 2 _ 19
T Ty 140,40 0 H109, R=0.0027

e Model pasuje bardzo dobrze do wynikow obserwacji, gdyz wyjasnit az 99,8%
zaobserwowanej zmienno$ci sprzedazy.

e Oszacowano, ze maksymalny poziom sprzedazy (w fazie wzrostowej i ewentual-
nej fazie dojrzatosci) wynosi okoto 117,4 jednostek™.

e Oszacowano tez, ze minimalny poziom sprzedazy wynosit 10,9 jednostek.

Przebieg modelu w fazie wzrostowej (i ewentualnej fazie dojrzatosci) podano na
rysunku 17.

140,0 -

120,0 A ® vy

model

100,0 -

80,0

60,0

40,0 -

20,0 A

O e B L e e e e e 5 e e
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37

Rys. 17

18 W kazdym razie nie zaszkodzi uwzgledni¢ poziom minimalny d. Gdyby go nie byto, wtedy w wyniku
estymacji otrzymamy d bardzo mate lub zerowe.

19 R? — wspotczynnik zgodnosci (determinacii), czyli stopnia wyjasnienia zmienno$ci zmiennej Y przez
oszacowany model.

Pa+d=106,5+10,9=1174.
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Jak dhugo bedzie trwala faza dojrzalosci oraz jaka bedzie faza spadkowa nie wiado-
mo, gdyz funkcja logistyczna takich sugestii nie daje. Trzeba byloby — o ile odwazyliby-
$my si¢ na szacowanie cafego cyklu zycia produktu na podstawie fragmentarycznych
danych — zastosowac¢ inne funkcje, na przyktad funkcje typu ,,wzrost-spadek”.

Przebieg fazy spadkowej mozna by tez odgadywac¢ poprzez analogie do cyklu zy-
cia innych produktéw, znajdujacych si¢ juz w fazie spadkowe;.

3. Estymacja modelu cyklu zycia produktu
na podstawie danych z fazy spadkowej

Przyjmijmy teraz, ze dane statystyczne dotycza tylko fazy spadku — catej (rys. 20)
lub jej fragmentu (rys. 18, 19).
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Rys. 18 Rys. 19 Rys. 20

Jesli idzie o podstawowe ujecia, to idee estymacji modelu cyklu zycia sa analo-
giczne do omdéwionych dla przypadku fazy wzrostowej. W szczeg6lnosci mozna mo-
wi¢ o trzech podejsciach:

Podejscie 1. Estymacja modelu tylko dla tego fragmentu cyklu zycia produktu,
ktérego dotycza posiadane dane (np. estymacja modelu dla okresu coraz wolniej-
szego spadku, jesli dane dotycza tego okresu — rys. 19 lub estymacja modelu fazy
spadkowej na podstawie danych z catej fazy spadku — rys. 20).

Podejscie 2. Estymacja modelu dla caflej fazy spadku na podstawie danych frag-
mentarycznych (np. na podstawie danych z poczatku fazy spadkowej — por. rys. 18).
Modelem fazy spadkowej moze by¢, na przyktad, malejacy trend logistyczny lub
malejacy trend wyktadniczo-hiperboliczny.

Podejscie 3. Estymacja cafego modelu cyklu zycia produktu na podstawie danych
z fazy spadkowej (calej lub cze$ci). Mozna tu wykorzysta¢ cytowane juz funkcje
»wzrost-spadek”, na przyktad funkcje¢ potegowo-wyktadnicza.
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Modelowanie fazy spadku za pomoca funkcji logistycznej

Mowiac o funkcji logistycznej, zazwyczaj ma si¢ na mysli funkcje rosnaca, taka
jak omawiang w poprzednim rozdziale. Funkcja logistyczna ma jednak jeszcze inne
przebiegi w zalezno$ci od wartosci parametrow. W szczegolnos$ci jest ona malejaca
(poczatkowo coraz szybciej, potem coraz wolniej), jesli parametr ¢ jest dodatni,
a pozostale parametry sa tez dodatnie (rys. 21):

a

= m; a, b > 0; ale przy tym rowniez ¢ > 0. 9)
Y A
A O —
> ¢
Rys. 21

e Parametr ¢ okresla gorny putap sprzedazy w fazie spadkowe;.

e Dolny putap sprzedazy w fazie spadkowej wynosi 0.

Malejaca funkcja logistyczna (9) sugeruje, ze w miarg uptywu czasu sprzedaz
zmierza do zera. Nie zawsze jest to usprawiedliwione i w wielu przypadkach mozna
zatozy¢, ze w przysztosci sprzedaz bedzie malata, ale nie do zera, lecz do pewnego
minimalnego poziomu d > 0 (rys. 22). Moze tez by¢ tak, ze sprzedaz szybko spadnie
do zera, wtedy d < 0 (rys. 23).

Y A YA
a+d a+dl
d
| ) \
d
Rys. 22 Rys. 23

Ogodlniejsza wersja funkcji logistycznej malejacej jest wigc nastepujaca:

y= a

—W"f'd, (b,a>0;c>0). (10)
+ be
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Dolny poziom sprzedazy okres§la warto$¢ d, natomiast gorny putap w fazie spad-
kowej to

g=d+a. (11)

Dodatkowo moze byé konieczne ,przesunigcie” wykresu funkcji po osi czasu®',
tzn. przenumerowanie zmiennej czasowej. MielibySmy wtedy malejacy model logi-
styczny:

a

Y= +d, (a,b>0;¢c>0), (12)
1+ be™

gdziex =1+ p.

Modelowanie fazy spadku za pomoca funkcji wykladniczo-hiperbolicznej
Malejacy trend wyktadniczo-hiperboliczny to funkcja o wzorze:

Y=4e"", (4>0,t>0; przy tym parametr b > 0). (13)

e Przebieg jest podobny do przebiegu malejacego trendu logistycznego, zob. rys. 21.

e Zasadnicza roznica jest taka, ze malejacy trend wyktadniczo-hiperboliczny ma
asymptot¢ dolna rowna A4, a wigc okresla minimalny (réwny A) poziom sprzedazy dla
fazy spadkowej™.

W ogoélnym ujeciu malejaca funkcja wyktadniczo-hiperboliczna jest okreslona
wzorem:

Y=Ae""+d,(A4>0;b>0;x>0). (14)

4. Modelowanie dwufazowego cyklu zycia produktu
za pomoc3 funkcji typu ,,wzrost-spadek”

Obecnie zajmiemy si¢ szacowaniem modelu cyklu zycia produktu, gdy dane staty-
styczne dotycza zarowno fazy wzrostu, jak i fazy spadku. Przy tym faza $rodkowa
(stabilizacja) albo jest bardzo krotka, albo nie wystepuje.

I Na przyktad konieczne jest przesunigcie na prawo, gdy chcemy, aby obserwacje z (niewidocznej,
ale istniejacej) fazy wzrostowej miaty numery dodatnie 1, 2, 3, ..., p. Wtedy obserwacje z fazy spadkowe;j
majanumery p+ 1, p+2, ...

2 Dodajmy, ze dla ¢ = 0 warto$¢ z malejacego trendu wyktadniczo-hiperbolicznego jest nicoznaczona
i dlatego konieczne jest przenumerowanie obserwacji, tak aby dla pierwszej obserwacji fazy spadkowe;j
warto$¢ zmiennej zaleznej byta oznaczona.
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o,
.
.....
.....

Rys. 24

Modeli dla zjawiska pokazanego na rysunku 24 mozna poszukiwa¢ w obrgbie
funkcji poczatkowo rosnacych, a potem malejacych, czyli funkcji typu ,,wzrost-

spadek”. Oto przyktady takich funkcji.
Krzywa ,,normalna 23 (rys. 25):

Y= lexp(—ﬂ) (a,c>0).
a c

Y A
— b
| > ¢
Rys. 25
Krzywa stopnia trzeciego (rys. 26):
Y= 2; (@>0,A=4ac—b*>0,x=t+p>0).
ax” +bx+c
y A
> t
Rys. 26

2 Jest to funkcja ,,podobna” do krzywej rozktadu normalnego.

(15)

(16)
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Funkcja wyktadniczo-kwadratowa (rys. 27):
Y= A" ", (A4>0,c<0,x=t+p>0).

y A

N\

»

Rys. 27

Funkcja potegowo-wykladnicza (rys. 28):
Y=Ax'e™, (A4>0,b>0,c<0,x=1t+p>0);

p = 0 — przesunigcie zmiennej 7.

Rys. 28

Parabola kwadratowa (rys. 29):

Y=at +bt+c (a>0,A=b-4ac<0,c<0).

Y

Rys. 29

47

a7

(18)

(19)
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Zaleta tych funkcji jest to, ze mozna oszacowac caty cykl zycia produktu na pod-
stawie tylko fragmentarycznych danych, np. obejmujacych jedynie faze wzrostu lub
jej czese, co ilustrowano w poprzednich rozdziatach na przyktadzie funkcji potggowo-
-wyktadniczej (16).

Podane funkcje maja jednak dwie podstawowe wady z punktu widzenia modelowania
cyklu zycia produktu. Pierwsza jest to, ze po fazie wzrostu od razu nastepuje faza spadku
(nie ma fazy dojrzatosci) i z tego powodu nadaja si¢ one do modelowania tylko waskiej
klasy cykli zycia (bez fazy dojrzatosci lub z ta faza bardzo krétka). Druga za$ jest to, ze
(z wyjatkiem funkcji potegowo-wyktadniczej) sa one symetryczne i dlatego ich stosowanie
jest ograniczone tylko do przypadkow, gdy faza spadku jest symetrycznym odwzorowa-
niem fazy wzrostu. W przypadku paraboli (17) funkcja ta moze by¢ stosowana jako model
cyklu zycia dla tych ¢, dla ktorych warto$¢ funkcji jest nieujemna.

Podane funkcje mozna oszacowaé klasyczna metoda najmniejszych kwadratow
(poprzez linearyzacj¢ lub bezposrednio — wedtug kryterium minimalizacji sumy kwa-
dratéw reszt).

5. Szacowanie trojfazowego cyklu zycia produktu
za pomoc3g segmentow logistycznych

Obecnie rozpatrujemy sytuacje, gdy punkty empiryczne dotycza trzech podstawo-
wych faz cyklu zycia produktu: wzrostu, dojrzatosci, spadku (rys. 30).

Y A

......

.
.

Rys. 30

W tej sytuacji trzeba zastosowaé funkcja trzyfazowa: najpierw wzrost, potem sta-
bilizacja (lub prawie stabilizacja) i na koniec spadek. Tego typu przebiegi trojfazowe
zle modeluje si¢ funkcjami typu ,,wzrost-spadek”, podanymi w poprzednim paragra-
fie, i to tym gorzej, im faza dojrzatosci jest dluzsza.

Wydaje sig, ze najwygodniejsze podej$cie do modelowania trdjfazowego cyklu zycia
produktu to konstruowanie modelu zlozonego z dwoch segmentow logistycznych, przy
czym pierwszy segment logistyczny jest rosnacy, a drugi jest malejacy.
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Jest to model ogélny, gdyz pozwala opisywac cykle zycia produktu zaréwno
z krotka, jak i z dluga faza stabilizacji. Przy tym modelowanie fazy stabilizacji jest
proste i sprowadza sig¢ do przesuwania wzgledem siebie rosnacego i malejacego seg-
mentu logistycznego, co zilustrowano na rysunkach 31 oraz 32.

Y A segment 1 YA

segment 2

v
v

! t
m m

Rys. 31 Rys. 32

e Jesli segmenty ,,do$¢ wczesnie” naktadaja si¢ na siebie, to otrzymujemy model
z bardzo krotka faza $rodkowa (rys. 31), jesli za§ sa one mocno ,,rozsunigte”, otrzy-
mujemy model z dluga faza Srodkowa (rys. 32).

e Pierwszy segment dotyczy przedzialu czasu konczacego si¢ momentem m, drugi
segment dotyczy przedzialu czasu po momencie m. Moment ten to tzw. modulator
(przetqcznik).

Proponowany model segmentowy cyklu zycia produktu okreslony jest wzorem:

IZ—I” +d, dla fazy wzrostu,tzn.dla ¢ < m; (a,b >0; ¢ <0);
+be™
Y= : (20)
— % .4, dla fazyspadku,tzn.dla t > m (ay,b, >0; c, >0).
1+ bye™'

Parametry modelu oznaczono literami a, b, ¢, d (przy czym indeks 1 dotyczy
pierwszego segmentu, a indeks 2 — drugiego segmentu. Interpretacje parametrow
podano powyzej, na przyktad d, to dolny poziom fazy wzrostowej, za$ d, to dolny
poziom fazy spadkowej (moga to by¢ zarowno liczby dodatnie, jak i ujemne). Mak-
symalny poziom sprzedazy w fazie wzrostowej wynosi a; + d;, a w fazie spadkowej
jest to a, + d, . Parametrem zadania jest tez moment m (modulator), w ktorym naste-
puje przetaczenie z segmentu wzrostowego na segment spadkowy.

Modulator oraz inne parametry, na przyktad poziomy dolne, moga by¢ ustalane
a priori lub szacowane na podstawie danych statystycznych.

Model (18) to najprostszy model segmentowy o segmentach logistycznych. W zasto-
sowaniach trzeba go jednak do$¢ czesto modyfikowac. Po pierwsze, trzeba zapewnic, by
warto$ci obu segmentéw w modulatorze byly sobie rowne (jak na rys. 31, 32), aby nie
powstawaly trudne do wytlumaczenia ,,uskoki” segmentéw. Po drugie, konieczne jest
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przenumerowanie zmiennej czasowej dla drugiego segmentu, aby jego punktem odli-
czania byt modulator, czyli moment, w ktorym zaczyna si¢ drugi segment™.

Tak rozbudowany model o dwoch segmentach logistycznych — rosnacym f; oraz
malejacym — f; ma wigc postac:

JA@®  dla i< m, @)
A0 dla 1> m,
gdzie:
-9
H=——+d, 22
S 1+ be : (22
a

Speliony jest przy tym warunek poboczny, ze oba segmenty ,,stykaja” si¢ w mo-
dulatorze, czyli ze maja t¢ sama warto$¢ dla momentu ¢ = m:

Si(m) = fo(m), (24)
a parametry:
a,a;>0; b,b,>0;, ¢,<0,¢,>0; (25)
1<m<T (T-liczba obserwacji).

W procesie estymacji nalezy zapewni¢ spelnienie warunku pobocznego (22). Wa-
runki znakowe (23), o ile przebieg ma ksztalt taki, jak na rysunku 30 (poczatkowo
wzrost, potem spadek), sa spetnione niejako automatycznie. Oczywiscie jesli nie ma
podstaw, by wprowadza¢ dolny poziom fazy wzrostowej lub/i fazy spadkowej, to nie
uwzgledniamy odpowiedniego parametru d; lub d,.

Estymacja modelu wymaga procedur ogdlniejszych niz na przyklad ,,szkolna”
metoda najmniejszych kwadratéw. W szczegdlnosci obliczenia mozna przeprowadzi¢
pod Solverem Excela lub za pomoca pakietow profesjonalnych.

Przyklad

W tabeli podano informacje o sprzedazy produktu w ciagu 50 kolejnych miesigcy.
Informacje te przedstawiono tez na rysunku 33.

t 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Y 31 38 45 54 69 66 70 79 83 87
t 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
Y 92 92 94 95 98 98 98 99 99 99

24 O przenumerowaniu obserwacji moéwiono na przyktad pod koniec rozdziahu 3.
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t 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
Y 100 99 100 100 100 97 95 95 96 95
t 31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
Y 90 85 80 76 77 70 65 60 50 55
t 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
Y 50 45 50 40 45 40 40 42 43 40
Yy 120
100 ..........O..........
80 - o’ ®ere
*%° ®
60 | R °
® e _o
404 o° ® ¢%e°°
0
20
0 rrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrrr 1 1r1r 11 rrT

1 3 5 7 9 11 1315 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43 45 47 49
t

Rys. 33

Do przedstawionych danych dopasowano, wedlug klasycznej metody najmnie;j-
szych kwadratow, model segmentowy (19), zlozony z rosnacego oraz malejacego
segmentu logistycznego. Przyjeto, ze w modulatorze warto$ci obu segmentow beda
réwne. Oszacowany model cyklu zycia produktu przyjat postaé™:

123,8
W —23,2 dla ¢t < 22

Y= - R°=0,991.

60.9
1+0.0142%3170-22) +399 dla ¢ > 22

e Oszacowano, ze maksymalny poziom sprzedazy w fazie wzrostu wynosi 100,5%.
e Rowniez mniej wigcej tyle samo wynosi oszacowany maksymalny poziom w fa-
zie spadku, mianowicie 100,8”".

5 Obliczenia wykonano metoda Newtona pod Solverem Excela, wedtug wlasnego arkusza oblicze-
niowego.

%o =a,+d,=123,8+(-23,2)=100,5.

7 gy=a,+dy=609+309=100,8 .
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e Oszacowany minimalny poziom sprzedazy w fazie spadkowej wynosi ok. 39,9%

e To, ze oszacowany minimalny poziom w fazie wzrostowej jest liczba ujemna
(d) = -23,2) oznacza, ze pierwszy segment przecina 0§ czasu w pewnym momencie
¢t < 0. Jest to oszacowanie momentu rozpoczgcia sprzedazy.

Po przyrownaniu wartosci pierwszego segmentu do zera i rozwigzaniu rownania
wzgledem ¢ otrzymujemy, ze oszacowany moment rozpoczecia sprzedazy to t, = — 3
(czyli 4 miesiagce wczesniej niz moment rozpoczgcia obserwacji sprzedazy, ¢ = 1).

¢ Dopasowanie modelu jest bardzo dobre, gdyz wyjasnit on az 99,1% zaobserwo-
wanej zmiennosci sprzedazy. Bardzo dobre dopasowanie widac¢ tez na rysunku 34.

Dodajmy, ze modele ,,wzrost-spadek”, przedstawione w rozdziale 4, pasuja gorzej
od oszacowanego powyzej modelu o segmentach logistycznych. Wspoétczynniki de-
terminacji przyktadowo wynosza:

dla funkcji potegowo-wyktadniczej 96,4% (rys. 35);

dla krzywej stopnia trzeciego 93,2% (rys. 36);

dla funkcji wyktadniczo-kwadratowej 93,1%.

Oprocz gorszego dopasowania istotne jest tez to, ze funkcje te — w odréznieniu od
pokazanego na rysunku 34 modelu o dwdch segmentach logistycznych — niezbyt do-
brze modeluja fazg srodkowa oraz ,,konce” przebiegu.

* 3k %k

Model rynkowego cyklu zycia produktu w postaci trendu o dwoch segmentach lo-
gistycznych traktujemy jako podstawowa propozycje. Wazne jest to, ze za pomoca
owego modelu mozna opisa¢ bardzo szerokq klase rynkowych cykli zycia produktow,
a szczegoOlnie:

1. Mozna modelowac fazg $srodkowa, niezaleznie od tego, czy jest ona bardzo
krotka, czy tez bardzo dtuga. Funkcje typu ,,wzrost-spadek” tej mozliwos$ci nie daja.

2. Faza spadkowa nie musi by¢ symetrycznym odwzorowaniem fazy wzrosto-
wej; na przyktad moze mie¢ inng dtugo$¢, inna intensywno$¢ zmian i inny poziom
dolny.

3. Na podstawie minimalnego poziomu segmentu wzrostowego mozna oszacowac
poczatkowy moment sprzedazy (w przypadku d; < 0) lub minimalny poziom sprzeda-
zy w ,,dalekiej” przesztosci (w przypadku d, > 0).

4. Oszacowany minimalny poziom segmentu spadkowego umozliwia prognozo-
wanie momentu zakonczenia sprzedazy (w przypadku gdy o> < 0) lub prognozowanie
minimalnego poziomu sprzedazy w przysztosci (w przypadku &, > 0).

5. Mozna oszacowa¢ maksymalny poziom sprzedazy w fazie wzrostowe] oraz
w fazie spadkowe;j.

B d,=1399.
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6. Modele cyklu zycia produktu moga by¢ standardowe, ale moga by¢ poprzesu-
wane na osi czasu w lewo badz w prawo.

7. Modele te moga dotyczy¢ przebiegdw poczatkowo silnie rosnacych, a nastgpnie
silnie malejacych — czyli tzw. przebiegéw M-ksztaltnych; osiaga sig to przez wprowa-
dzenie ujemnych dolnych poziomow w fazie wzrostowej oraz fazie spadkowe;.

8. Mozna oszacowac stopy wzrostu (spadku) sprzedazy w fazie wzrostowej oraz
w fazie spadkowe;j®.

Jest zrozumiate, Zze opisane podej$cie — model cyklu zycia w postaci funkcji seg-
mentowej — moze by¢ zastosowane w przypadku innych postaci analitycznych seg-
mentoéw, np. wyktadniczo-hiperbolicznych, liniowych, potggowych. Nie jest przy tym
konieczne, aby wszystkie segmenty miaty t¢ sama ogo6lna posta¢ analityczna, np. je-
den moze by¢ logistyczny rosnacy, drugi — wyktadniczy malejacy.
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Estimation of the Product Life Cycle market model

The article presents basic approaches to statistical estimation of the Product Life Cycle (PLC) market
model: a) when data doesn’t include all phases of the cycle (incomplete data), b) when data includes all
phases of the cycle.

The author describes the problems with estimation of the full and partial PLC-models based on the
incomplete data. The paper considers some modifications of the standard models that consist in displace-
ment of the function or displacement of the function arguments.

The author also describes assessment of the PLC model which includes the “increase-decrease”
function, e.g. parabolic functions, power-exponential functions, exponential-quadratic functions and
considers their disadvantages. In order to avoid the mentioned problems, the author suggests using the
logistic-segments model where the first segment is increasing and the second decreasing.

Keywords: Product Life Cycle (PLC) models, “increase-decrease” functions, logistic function

% Wzory dotyczace stopy wzrostu wielkosci opisanej funkcja logistyczna podaje na przyklad
Z. Czerwinski w ksiazce Matematyka na ustugach ekonomii, PWN, wyd. 1II, Warszawa 1972, s. 459.



