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Przedstawiono historyczny rozwdj metod analizy danych dyskretnych — budowa modelu, esty-
macja i weryfikacja. W obrgbie tych zagadnien zaakcentowano wady podejs¢ 1 historyczne proby ich
przezwycigzenia. Nastgpnie podjgto zagadnienie niejednorodnosci obserwacji, wskazujac sposoby
radzenia sobie z nig. Omdéwienie mozliwosci praktycznego wykorzystania prezentowanych metod
ograniczono do zagadnien marketingowych.
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1. Wprowadzenie

Literatura traktujaca o statystycznej analizie danych jest bardzo bogata. Prawie
w kazdej pozycji odnoszacej si¢ do badan marketingowych znajduje si¢ rozdziat cho¢
w czgsci dotykajacy tego problemu (np. [23], [75], [76]). Sa roOwniez szersze opraco-
wania, zorientowane wytacznie na metody analizy danych marketingowych [125].

Wiele uwagi poswigca si¢ analizie danych w psychologii i socjologii [10], [19],
[56], [69], a jeszcze wigcej w biostatystyce [111], [126]. Oprocz tych publikacji po-
jawiaja si¢ osobne, wigksze opracowania, zorientowane wytacznie na techniki anali-
tyczne. Statystyczna analiza wielowymiarowa zajmuje tu szczegdlne miejsce [8], [45],
[48], [67], [74], [85], [105], [108], [110]. Nierzadko material empiryczny stanowi
ilustracje poruszanych zagadnien. Wigkszo$¢ zaprezentowanych tam technik anali-
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tycznych wymaga jednak danych, uzyskanych z pomiaréw rejestrowanych przynaj-
mniej na skali przedziatowe;.

Mniej zainteresowania w literaturze polskiej poswigca si¢ zmiennym dyskretnym,
cho¢ w ostatnim czasie zwartych opracowan przybywa [43], [44], [60]. Wiele zagad-
nien z obszaru analizy danych dyskretnych nie ma tam jednak swojego odbicia. Dla-
tego celem niniejszego opracowania jest retrospektywna analiza osiagni¢¢ w zakresie
problematyki danych dyskretnych i praktyki marketingowe;j.

2. Modele logit i probit

Funkcja logistyczna zostata odkryta w dziewigtnastym wieku. Postuzyta do opisu
wzrostu populacji, jak i reakcji chemicznych'. Przyczynit si¢ do tego Pierre Francois
Verhulst. W trzech pracach, opublikowanych migdzy 1838 a 1847 rokiem, przedsta-
wil on propozycje postaci tejze funkcji i jej wlasnosci. Pokazal jednocze$nie, ze
krzywa ta dobrze opisuje wzrost populacji kilku krajow. Do takich samych rezultatow
doszli Raymond Perl i Lowell J. Reed w 1920 roku. Twierdzi si¢, ze odkryli funkcje
logistyczna na nowo, gdyz nie znali prac Verhulsta [27].

Model probitowy ma réwniez dluga tradycj¢. W 1927 roku, poszukujac praw rza-
dzacych zjawiskami psychologicznymi, L. Thurstone zaproponowat binarny model
wyboru, oparty na stochastycznej funkcji uzytecznosci [19], [20]. W modelu tym
sktadniki losowe byly niezalezne i mialy identyczny rozktad normalny, co uprawnia
do stwierdzenia, ze mamy do czynienia z binarnym modelem probitowym [100]. Od-
krycie modelu probitowego przypisuje si¢ rowniez dwoém osobom; sa nimi J.H. Gad-
dum [42] 1 C.J. Bliss [15], [16].

Powyzsze ustalenia nie sa bynajmniej do konca uzasadnione. W potowie dzie-
wigtnastego wieku niemiecki naukowiec G.T. Fechner jako pierwszy dokonuje trans-
formacji czgsto$ci uzywajac rozktadu normalnego. Nie ma jednak watpliwosci co do
tego, ze to C.I. Bliss zaproponowal nazwg probit. Wspdlnie z Gaddumem ustalili
standardy estymacji parametrow [27]. Nalezy tu takze wymieni¢ Ronalda A. Fishera,
ktory zaproponowal statystyczna procedurg estymacji parametréw w modelu probito-
wym [100].

W 1938 roku R.A. Fisher wraz z Frankiem Yatesem publikuja ksiazke z tabelami
statystycznymi, proponujac, jako jedna z wielu, transformacj¢ logitowa. Jednak ter-
min logit jako analogia do probit — wprowadzony zostal przez Josepha Bergsona
w 1944 roku [4]. Bergson byt pierwszym, ktéry dokonywat poréwnan migdzy mode-

! Termin — krzywa logistyczna kojarzy sie z Edwardem Wrightem, zyjacym na przetomie szesna-
stego 1 siedemnastego wieku, aczkolwiek termin ten nie odnosit si¢ do krzywej logistycznej znanej
obecnie.



Analiza danych dyskretnych ... 57

lem logitowym a modelem probitowym. W kwestii dopasowania rezultaty byly bardzo
podobne, w przypadku estymacji parametrow probit nastrgczat trudnosci. Miedzy
innymi z tego wzgledu Bergson przez dlugi czas prowadzil zazarta walke 1 kampanig
na rzecz modelu logitowego. Jego argumenty i sugestie nie spotkaly si¢ z wigkszym
zrozumieniem w $rodowisku biometrykow. Gtowny zarzut, jaki si¢ pojawiat, to brak
rozktadu czgstosci, ktéry w przypadku modelu probitowego byt normalny. Traktowa-
no wiec model logitowy jako gorszy [4], [27].

W latach pigcdziesiatych XX wieku dostrzezono, ze transformacja logitowa po-
zwala na modelowanie dyskretnych, binarnych wynikoéw. Za sprawa Davida R. Coxa
[25] regresja logistyczna zyskata na popularnosci [4]. Dokonano réwniez uogdlnienia
na przypadek zmiennej dyskretnej o kilku kategoriach. Model taki nazwano wielo-
mianowym modelem logitowym [62], [17], [90], [119]. Pomimo tych propozycji
nadal nie istniala podstawa koncepcyjna modeli logitowych. Sytuacja zaczela sig jed-
nak zmienia¢ pod wptywem rozwoju teorii wyborow dyskretnych.

2.1. Modele oparte na teorii wyboréw dyskretnych

W latach sze$c¢dziesiatych dzigki dostepnosci danych na poziomie indywidualnych
zachowan zacze¢to skupia¢ uwage na zmianach popytu migdzy konsumentami [98]. To
wymagalo specjalnego podejscia, gdyz zmienna objasniana zdefiniowana jako wybor
dla przyjetej jednostki ma charakter dyskretny. Na przyktad, popytu na samochéd dla
jednego gospodarstwa domowego nie mozna wyrazi¢ w postaci zmiennej ciaglej,
gdyz zmienna ta dotyczy wyboru: pojazd zostanie wybrany lub nie [124].

Duzy wplyw na rozwoj teorii wyboru mial Duncan Luce, ktory wprowadzit ak-
sjomat niezaleznosci (//4). Formalnie oznacza on, ze stosunek prawdopodobienstwa
wyboru alternatywy A4 i B nie zalezy od rozpatrywanego zbioru alternatyw. Nastgpnie
wykazat, ze implikacja tego aksjomatu jest prawdopodobienstwo wyboru alternatywy,
rowne jej uzytecznos$ci podzielonej przez sumeg uzytecznosci wszystkich alternatyw
[87], [98]. Jacob Marschak poszedt dalej i pokazal, ze aksjomat /74 implikuje model
zgodny z maksymalizacja uzytecznosci [123].

Znaczny wktad w rozwoj wielomianowych modeli logitowych (MNL) miat Daniel
McFadden [96], gdyz udowodnit co$ wigcej niz J. Marschak. Pokazal, ze model MNL
implikuje przyjecie niezaleznych — o jednakowych rozktadach Gumbela (znanych tez
jako dystrybuanta ekstremalnych wartosci typu /) — sktadnikéw losowych [123]. To
odkrycie dato solidne podstawy modelom logitowym, a Daniel McFadden — za wkiad
Wniesiony do ekonomii wyboréw dyskretnych — w 2000 roku otrzymat nagrod¢ No-
bla“.

2 McFadden nazwat model warunkowym, wielomianowym modelem logitowym.
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Dalszy rozwoj modeli logitowych to proba rezygnacji, cho¢ w czesci, z ktopotliwego
zalozenia o niezalezno$ci miedzy alternatywami. Dyskusyjnos¢ tego aksjomatu wynika
Z przyjecia zalozenia, ze jednostka ma state, dobrze znane, wewnetrznie spdjne prefe-
rencje, czyli zdolnosci do takiego przetwarzania informacji, ktére pozwola jej wylonié
opcje o maksymalnej uzytecznosci [113]. Wiele jednak przyktadow $wiadczy przeciwko
takiej interpretacji. Uwaza sig, ze bardzo czgsto jednostka nie ma dobrze zdefiniowa-
nych preferencji. Konsekwencja tego jest odrzucenie inwariantnego i przyjecie kon-
struktywnego jej charakteru, co oznacza, ze preferencje ksztaltowane sa w momencie,
kiedy si¢ o nie pyta. Sam proces tworzenia, czy ich ksztaltowania, bedzie zalezny od
samego charakteru decyzji oraz zdolnosci, jaka posiada jednostka do przetwarzania
informacji [117].

Pojawit si¢ wigc gniazdowy model logitowy, ktorego koncepcja skupia si¢ wokot
podziatu wszystkich alternatyw na rozlaczne grupy (tutaj gniazda). Kazdy z nich moze
przynaleze¢ tylko do jednego gniazda. Ten zabieg ma na celu dopuszczenie zaleznosci
migdzy alternatywami nalezacymi do tych samych gniazd i jej braku pomigdzy alter-
natywami w odrebnych gniazdach [99]. Tego typu model ze wzgledu na swdj cha-
rakter moze by¢ przydatny w ograniczonym zakresie, gdyz powoduje koniecznosé
wczesniejszego podziatu marek na odpowiednie gniazda, co zdaniem niektorych moze
by¢ trudne i nie do konca odzwierciedla¢ faktyczny proces decyzyjny [106].

Wiele modeli wyboru dyskretnego — jak np.[129]: model uporzadkowany, model
logitowy par kombinowanych (PCL), miedzygniazdowy model logitowy (CNL), mo-
del réznicowania produktow (PD), wielomianowy model logitowy (MNL), gniazdowy
model logitowy (NL) — mozna otrzymaé jako specjalny przypadek uogdlnionego
modelu ekstremalnych warto$ci (GEV). Model ten jest zgodny z zasada maksymaliza-
cji stochastycznie zdefiniowanej funkcji uzytecznosci. Wprowadzony przez Daniela
McFaddena, bazuje na uogdlnionej dystrybuancie rozktadu ekstremalnego [99], [101].

Jak mozna spostrzec, uogoélniony model ekstremalnych warto$ci daje mozliwos¢
tworzenia wiasnych modeli, ktore w danych warunkach najlepiej sa dopasowane do
danych empirycznych. W tym celu nalezy zdefiniowa¢ pewna funkcje. Jednak — i to
przemawia na niekorzy$¢ modeli GEV — brak ogolnej idei, intuicji przemawiajacej za
przyjeciem tejze funkcji, moze zniechgca¢ do budowy wilasnego modelu. Trudno na
przyktad znalez¢ dobre uzasadnienie dla proponowanej funkcji, ktorej przyjecie pro-
wadzi do wielomianowego modelu logitowego. Z drugiej jednak strony, modele
otrzymane w wyniku specyfikacji takiej funkcji sa do$¢ elastyczne. Potwierdzeniem
tego jest przyktad, w ktérym arbitralnie przyjmuje sig jej posta¢ — w tym sensie, Ze nie
przemawia za tym jaka§ wiedza na temat badanego zjawiska — i otrzymany model
lepiej dopasowany jest do danych empirycznych niz MNL czy NL [123].

Nalezaloby wspomnie¢ o jeszcze jednym rezultacie teoretycznym. Gaudry i Dage-
nais [46] zaproponowali model DOGIT, ktéry swoja postacia przypomina wielomia-
nowy model logitowy. Jednak w odréznieniu od niego, a to za sprawa pewnych para-
metrow, aksjomat //4 nie jest spelniony. Nie mozna pominaé faktu, ze alternatywy
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w modelu DOGIT zachowuja sig jak substytuty. Tym samym wystepujace tam parame-
try traktuje si¢ jako parametry substytucji. Daje to podstawe do krytyki, gdyz parametry
nie wyrazaja w zaden sposob zjawiska podobienstwa miedzy markami. Innymi stowy,
podobienstwo migdzy atrybutami marek nie jest funkcja rozwazanego parametru.

W praktyce badan marketingowych modele logitowe i probitowe, regresje logi-
styczne sa bardzo czgsto wykorzystywane (por. [40], [89], [101]). Nierzadko tez sta-
nowia sktadowa budowanych modeli. Przykladowo, wielomianowy model logitowy:
postuzyl do analizy koszyka produktow nabytych podczas jednego aktu zakupow
[115], stal si¢ podstawa segmentacji preferencji, co z kolei umozliwito ustalenie de-
terminantéw przestawiania si¢ na inne marki [77], umozliwit oceng istotnosci zmien-
nych objasniajacych majacych potencjalny wptyw na dokonywane wybory kawy
mielonej [61].

Z kolei w pracy [112] model probitowy stat si¢ podstawa do budowy dynamiczne-
go modelu, pozwalajacego analizowa¢ sekwencje zachowan z przesztosci. Takie dy-
namiczne ujecie problemu wyboru produktow zwigksza mozliwosci predykcyjne.

P.K. Kannan i G.P. Wright swoja propozycj¢ badania struktury rynku oparli na
gniazdowym modelu logitowym. Wykorzystujac dane panelowe dotyczace nabywcow
kawy, potwierdzili istnienie dwdoch wyraznych segmentow [78].

2.2. Wielowymiarowy model probitowy

Prowadzone do tej pory rozwazania dotyczace modelu probitowego zorientowane
byly wylacznie na przypadek jednowymiarowej zmiennej losowej. Rozszerzenie mo-
delu probitowego na przypadek wielowymiarowy, w wypadku stochastycznej funkcji
uzytecznosci podali w 1970 roku J.R. Ashford i R.R Bowden [7]. Jednocze$nie wyko-
rzystujac swoje podejscie, zastosowali go do przypadku dwuwymiarowej zmienne;j.

Atrakcyjnos¢ wielowymiarowego podejscia wynika z porzucenia klopotliwego zato-
zenia o niezaleznosci (//4), na ktorym w wigkszosci opieraja si¢ modele logitowe. Kon-
cepcja wielowymiarowego modelu probitowego sktania do stwierdzenia — wobec moz-
liwosci pozbycia sig uciazliwego zalozenia o niezaleznosci — ze model ten jest lepszy od
modeli z rodziny logitowej. Jednak, z punktu widzenia mozliwosci aplikacyjnych, trud-
no przychyli¢ si¢ do tej opinii. Przyczyna takiego stanu rzeczy sa trudnosci, wynikajace
z estymacji parametréw modelu. I tak, aby znalez¢ estymatory metoda najwigkszej wia-
rygodnosci, nalezy wiele razy catkowa¢ po obszarach, ktorych wymiar jest o jeden
mniejszy od wymiaru zmiennej dotyczacej wyboru produktéw. Poniewaz nie mozna
analitycznie obliczy¢ takich calek, dokonuje sig¢ tego numerycznie. Jednak i ten sposob
nie gwarantuje sukcesu. Nawet dla kilku wymiarow (np. trzech) jest to uciazliwe.

Wart odnotowania jest rezultat osiagnigty przez J. Hausmana i D. Wise [68], po-
zwalajacy w efektywny sposob szacowac parametry; pokazano to dla trzech i czterech
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wymiaréw. Z praktycznego punktu widzenia, jak stwierdza Wise, liczba nie powinna
przekracza¢ pigciu (za Lerman i Manski [86]).

Wiele jednak probleméw na gruncie klasycznego podejscia — tj. globalne i lokalne
maksimum funkcji wiarygodnos$ci, wrazliwo$¢ na poczatkowe wartosci parametréw,
problemy zbieznosci — mozna rozwiaza¢ wykorzystujac podejscie bayesowskie. Inten-
sywno$¢ badan w tym obszarze sprawia, ze podejscie to daje coraz wigcej mozliwos$ci
przy estymacji skomplikowanych modeli. Przetomowa w tym wypadku okazata sig
praca [93], w ktorej wykorzystuje si¢ podejscie bayesowskie do estymacji wielowy-
miarowego modelu probitowego. Z jej wynikdéw korzysta DeSarbo, Kim i Fong [32],
aby pozycjonowa¢ luksusowe samochody, oraz DeSarbo, Kim, Wedel i Fong [36]
w procedurze unfolding skalowania wielowymiarowego.

2.3. Zalezno$¢ miedzy wyborami — stochastyczna i deterministyczna

Z punktu widzenia modelowania marketingowego (wyboru produktéw) istotne jest
uwzglednienie zaleznosci migdzy produktami wybieranymi przez konsumentéw. W kon-
sekwencji chodzi o zalezno$¢ migdzy zmiennymi dyskretnymi. W tym miejscu nalezy
uczyni¢ konstatacjg, wyrazajaca poglad na temat uwzglednienia owej niezaleznosci.

Przyjmuje sig, ze zalezno$¢ moze pojawi¢ si¢ na poziomie stochastycznym lub
deterministycznym. W pierwszym wypadku definiuje si¢ uzyteczno$¢ niezaleznie od
kontekstu wyboru (niezalezno$¢ na poziomie deterministycznym), ale tagodzi sig za-
lozenie o niezalezno$ci migdzy nieobserwowalnymi czg¢$ciami uzytecznos$ci — a wigc
miedzy sktadnikami losowymi. Ten rodzaj zaleznos$ci reprezentuja takie modele jak:
gniazdowy model logitowy, model ekstremalnych warto$ci, model DOGIT i wielo-
wymiarowy probit.

W drugim podejsciu, odwrotnie do pierwszego, sktadniki losowe traktuje sig jako
niezalezne, odchodzi si¢ natomiast od zatozenia, Zze uzytecznosci sa niezalezne na
poziomie deterministycznym. W pracy [79] proponuje si¢ pewna funkcje kontekstu
i wykorzystuje ja w stochastycznym modelu skalowania wielowymiarowego. Pokaza-
no tam jednoczes$nie, ze podejscie w ktorym uwzglednia si¢ zaleznos$ci migdzy mar-
kami lepiej odzwierciedla rzeczywiste warunki decyzyjne konsumentow.

3. Analiza zmiennych zgrupowanych w tabeli kontyngencji

Druga grupe metod i procedur analizy danych dyskretnych reprezentuja metody,
w ktorych nie wyrdznia si¢ zmiennej zaleznej. Skupiajac si¢ na nich — i kierujac sig
ustaleniami Agrestiego [4] — nalezatoby przyjaé, ze analiza danych dyskretnych
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(w takim ujeciu) miata swoj poczatek w 1900 roku. Wtedy Karl Pearson, zainspi-
rowany problemem losowosci wynikéw ruletki w Monte Carlo, wprowadzit staty-
styke chi-kwadrat. Obowiazujace okreslenie tabela kontyngencji zostato réwniez
zaproponowane przez niego. Obok Pearsona wymienia si¢ takze G. Udny Yule,
ktory w latach 1900-1912 badal zwiazki w tabelach kontyngencji. Zdefiniowal in-
deks bezposrednio odnoszacy si¢ do liczebnosci komoérek, dzi§ znany jako wspot-
czynnik O Yule’a.

Trzecia znamienita postacia majaca wktad w analiz¢ danych dyskretnych byt Ronald
A. Fisher. W 1922 roku wprowadzit pojecie stopni swobody. Zaproponowat doktadny
test statystyczny. Rozwinat metode korelacji kanonicznej dla tabel kontyngencji. Nalezy
wspomnie¢ rowniez o definicji interakcji drugiego rzedu w trojwymiarowej tabeli kon-
tyngencji pochodzacej od Bartleta. Przedstawil on réwniez test statystyczny, pozwalaja-
cy wykluczy¢ te interakcje [39].

Kontynuujac retrospekcje dokonan w zakresie badania zwiazkéw w tabeli kontyn-
gencji, nalezy wymieni¢ prace Goodmana i Kruskala [50]-[53]. Zwiazki te jednak
ograniczaly sig tylko do par zmiennych. Rozszerzenie na przypadek wielowymiarowy
daje analiza log-liniowa, ktérej poczatek datuje si¢ od pracy Bircha [12]. Byla ona
impulsem do dalszych badan nad modelami log-liniowymi. Nastgpnie nalezy wymie-
ni¢ prace Habermana z zakresu analizy reszt [63], [64], rozwazan nad modelami
w ktoérych liczba parametrow ros$nie wraz ze wzrostem proby, teorii estymacji para-
metrow [65] oraz pewnych propozycji w wypadku zmiennych porzadkowych [66].
Niemniej jednak to za sprawa Goodmana [55], [54] porzadkowy model log-liniowy
zostat dalej rozwinigty i zyskat wigksze zainteresowanie. Od tego czasu zapropono-
wano wiele roznych podejs¢ i uogélnien (por. [9], [22], [107], [116]).

Okazuje sig, ze model log-liniowy silnie koresponduje z innymi modelami. Dzigki
niemu model analizy klas ukrytych mozna wyrazi¢ w bardziej ogélny sposdb. W kon-
sekwencji prowadzi to do otrzymania modeli, ktore wychodza poza klasyczne ujecie
modelu klas ukrytych zaproponowanego przez Lazarsfelda i Henry’ego [70]. Pomimo
roznych zatozen koncepcyjnych modelu log-liniowego i logitowego istnieje silne po-
wiazanie miedzy nimi. Wprowadzenie przez Neldera i Wedderburna [109] koncepcji
uogodlnionych modeli liniowych pozwala przedstawi¢ model log-liniowy i logitowy
jako jeden z takich uogolnionych modeli. Dzigki tak zwanej funkcji wiazacej, regresje
logistyczne, modele logitowe i probitowe sa przypadkami szczegolnymi uogdlnionych
modeli.

Intensywno$¢ badan w obszarze analizy danych zgrupowanych w wielowymiaro-
wych tabelach kontyngencji moze sklania¢ do przypuszczen, ze rdwnie intensywnie
rozwija sig praktyka marketingowa. Okazuje si¢ jednak, ze w porownaniu z modelami
logitowymi model log-liniowy jest wykorzystywany bardzo rzadko — czgsto natomiast
w naukach biologicznych i medycznych oraz w socjologii (por. [6], [13], [41]). Zasta-
nawiajace sa tego przyczyny, gdyz wiele r6znych zagadnien na gruncie badan marke-
tingowych z powodzeniem mozna rozwigza¢ za pomoca modelu log-liniowego. Po-
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twierdzaja to prace, w ktorych wykorzystuje sig¢ ten model. Przyklady z akcentem
polozonym na cel badania przedstawiono ponize;j.

Przeznaczajac duze $rodki na reklame prasowa, nalezy zada¢ pytanie o jej efek-
tywnos$¢. Dos¢ czesto za jej miare przyjmuje si¢ wskaznik ED. Wyraza on proporcje
potencjalnych odbiorcow reklam, ktorzy jej nie widzieli, widzieli ja raz, dwa razy itd.
Jest on roéwniez podstawa do obliczenia innych czgsto wykorzystywanych miernikow,
takich jak: wskaznik dotarcia, wskaznik czestotliwosci czy GRPs (gross rating po-
ints). Cho¢ istnieje kilka podejs¢ do szacowania ED, sg one jednak niedoktadne i maja
pewne obostrzenia [28]. Dlatego Danaher [28] zaproponowal podejscie oparte na
modelu log-liniowym, pozwalajace analizowa¢ wielowymiarowga tabele kontyngencji.
Zmienne w tym modelu reprezentowane sg przez rozne czasopisma i przyjmuja war-
tosci rowne liczbie przegladanych (czytanych) wydan na przestrzeni zadanego okresu.
Badanie przeprowadzone na probie 5201 0s6b pozwolito na poré6wnanie i empiryczna
weryfikacje modelu. Z punktu widzenia reklamodawcy tatwiej i efektywniej mozna
opracowa¢ harmonogram kampanii reklamowych, redukujac koszty [28], [29].

W kolejnym badaniu model log-liniowy wykorzystano do zbadania wptywu takich
czynnikoéw jak dochdd, edukacja i mobilnos¢ na wybdr nowych ustug telekomunikacyj-
nych [58]. Podobna analizg przeprowadzili DeSarbo i Hildebrand [34], stawiajac sobie
za gtowny cel budowe modelu predyktywnego, w ktérym jedna lub kilka zmiennych
dyskretnych wybiera si¢ na zmienna zalezna. Na jego podstawie szacuje si¢ prawdopo-
dobienstwo tego, ze obserwacja pochodzi z ustalonej kategorii zmiennej zalezne;.

Na uwage zastuguje rowniez analiza z udziatem modelu log-liniowego w kon-
frontacji empirycznej z analiza interakcji detekcji i modelem regresji [14]. Rozwazo-
no dwa problemy marketingowe. Pierwszy sprowadzal si¢ do okreslenia (zdefiniowa-
nia) segmentéw o najwiekszym potencjale. Potencjat wyrazany byt procentowo jako
wskaznik struktury osob, ktore nabyly okreslony produkt w segmencie. Wzigto pod
uwage takie zmienne demograficzne jak: wiek, edukacja i rejon zamieszkania. Drugi
problem badawczy dotyczyl firmy zaangazowanej w przesytki reklamowe. Wykorzy-
stujac wiele zmiennych (okoto 100) opisujacych gospodarstwo domowe — takich jak:
pte¢ glowy rodziny, zajecie glowy rodziny, liczba posiadanych samochodéw, dochdd
itd. — probowano ustali¢ zalezno§¢ migdzy nimi a odpowiedzia na ofert¢ przesylana
poczta. Jako cel postawiono sobie poréwnanie metod. Okazalo sig, ze model log-
berg i Dolan [14], odnosi si¢ do nieliniowego wplywu zmiennych demograficznych na
wskaznik nabycia/odpowiedzi.

Czgsciej model log-liniowy wykorzystuje sig¢ do analizy danych zwiazanych z prze-
stawianiem si¢ na inne marki. Buduje si¢ (macierz) dwuwymiarowa tabele kontyngencji,
w ktorej kazdy element reprezentuje licze osob lojalnych i nielojalnych. Analiza takiej
tabeli moze zosta¢ przeprowadzona z uzyciem testu chi-kwadrat. Jednak pozwoli ona
tylko stwierdzi¢, ze zalezno$ci w tabeli wystepuja lub nie. Aby dociec ich przyczyn,
nalezy dokona¢ bardziej wnikliwej analizy. Z pomoca przychodzi model log-liniowy.
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Przyktadowo wigc, lacobucci i Henderson [73] rozwazaja problem przestawiania si¢ na
inne marki samochodéw. Budujac m.in. modele quasi-niezalezne, stwierdzili, ze lojal-
no$¢ jest istotnym czynnikiem wyjasniajacym zalezno$ci. Jednak jego eliminacja nie
pozwala na stwierdzenie, ze przestawianie ma charakter losowy. Sktania to do przy-
puszczen o wystgpowaniu jakiego$ mechanizmu. Faktycznie, okazalo sig, ze przesta-
wienie ma charakter asymetryczny — co z punktu widzenia menadzera marketingu jest
bardzo istotne. Taki wniosek bylby niemozliwy do sformutowania przy uzyciu
,Standardowego podejscia” [73].

4. Estymacja i weryfikacja

W 1922 roku R. Fisher zaproponowat funkcje wiarygodnosci. Od tego czasu me-
toda najwigkszej wiarygodnosci, przez wzglad na bardzo dobre wtasnos$ci estymato-
row, jest czgsto stosowana na etapie estymacji parametrow modelu. Przyktadem moga
by¢ modele wykorzystywane w marketingu (por. [37]). Aby jednak otrzymac dobre
rezultaty, zar6wno liczebnos¢ proby jak i liczba obserwacji przypadajacych na esty-
mowany parametr powinna by¢ duza.

Praktyka badawcza pokazuje, ze rozmiar proby nie zawsze jest zadowalajacy.
Czgsto stoja za tym koszty jej pobrania. W takich sytuacjach uzytecznym jest wyko-
rzystanie warunkowej funkcji wiarygodnosci. Definiuje si¢ ja jako rozktad warunko-
wy, w ktorym statystyki dostateczne dla pewnych parametrow sa ustalone. Cox [26]
zwrécil na to uwage w wypadku binarnej regresji logistycznej. Niestety, tylko
w szczegolnych wypadkach zaproponowane przez niego doktadne podej$cie moze by¢
zaimplementowane i wykonane przez komputer. Dlatego Hirji, Mehta i Patel [72]
przedstawili rekurencyjny algorytm, rozwiazujacy ten problem. Dalsze istotne propo-
zycje w tym zakresie zawieraja prace [11], [71].

Zdarza sig¢ rowniez, ze zbiér danych jest bardzo duzy, a mimo to komoérki w tabeli
kontyngencji sa malo liczne lub dane nie sa zbilansowane. W tym wypadku, przez
wzglad na zbyt liczng probe, doktadne podejscie nie moze zostaé wykorzystane. Dla-
tego Mehta, Patel i Senchaudhuri [104] proponuja podejs$cie oparte na sieci i metodzie
Monte Carlo.

Korzysci, jakie niesie estymacja oparta na warunkowej funkcji wiarygodnosci
i doktadnych rozktadach sa chyba niedoceniane przez praktykdéw. Na potwierdzenie
stusznosci tej tezy King i Ryan [84] podaja, ze w 1999 roku opublikowano 2770 arty-
kutow (wedtug indeksu cytowan) traktujacych o regresji logistycznej (tytut lub stowa
kluczowe zawieraja zwrot: regresja logistyczna), w ktorych parametry w przewazaja-
cej czgsci estymowano metoda najwigkszej wiarygodnosci. King i Ryan pokazuja
jednak, ze takie podejscie moze dawac nierzetelne wyniki.
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Podobne watpliwosci, dotyczace liczebnosci proby, rodza sie¢ w przypadku kryte-
riow oceny przyjetego modelu. Wykorzystywane czgsto statystyki: chi-kwadrat Pear-
sona, oparta na podwojonym logarytmie funkcji wiarygodnos$ci, Walda oraz Cressie—
Read maja asymptotyczny rozklad chi-kwadrat. Gdy préoba jest niewielka lub gdy
pojawia sie¢ wiele komorek pustych w tabeli kontyngencji, powstaje naturalne pytanie
0 znaczenie asymptotycznej teorii wnioskowania. W takiej sytuacji wykorzystuje sig
warunkowe i1 bezwarunkowe doktadne testy statystyczne.

Propozycji rozwiazan w zakresie dokladnych testow statystycznych pojawia sig
coraz wigcej. McCullagh [92] zaproponowat warunkowy rozklad statystyk testowych
w przypadku gdy proba jest duza, ale wystepuja mate zaobserwowane czestosci. Z
jego wyniku korzysta Tang [118] i proponuje warunkowy test, ktory z kolei pozwala
oceni¢ dopasowanie regresji logistycznej, je§li dane dyskretne sa pogrupowane.
McDonald, Smith i Forster [95] podje¢li si¢ zadania oceny dopasowania modelu log-
liniowego w oparciu o statystyke chi-kwadrat i statystyke oparta na ilorazie funkcji
wiarygodnos$ci. Ze wzgledu na trudnosci w oszacowaniu doktadnej, warunkowe;j
p-wartosci ( p-value) zaproponowali dwa podej$cia, oparte na algorytmie prébkowa-
nia Metropolis—Hastings. Na tej podstawie stwierdzono, ze asymptotyczna p-warto$¢
jest niewiarygodna.

Okazuje sig, ze nie zawsze doktadne podejscie jest lepsze. Agresti i Coull [3] po-
kazuja, ze przy estymacji przedziatowej proporcji dokltadne testy daja gorsze wyniki.
Sa rowniez sytuacje, w ktorych testy permutacyjne (doktadne testy) zawodza i warto
wykorzysta¢ podejscie bootstrap [49]. Podejscie to wykorzystano na przyktad jako
technike wspomagajaca selekcje materiatu statystycznego w modelach wyboru dys-
kretnego bazujacych na koncepcji uzytecznosci [91].

Szczegbdlnego znaczenia nabiera problematyka komputerowych mozliwosci w tym
zakresie. Okazuje si¢ bowiem, ze pewne analizy doktadnych testow statystycznych sa
niewykonalne. Ostatnie postgpy w tym zakresie zaowocowaly jednak metodami
Monte Carlo i Monte Carlo z tancuchami Markowa oraz podej$ciem bayesowskim
[2]. Warto nadmieni¢, Ze to ostatnie z powodzeniem jest stosowane zarowno na etapie
wyboru zmiennych w modelu logitowym (por. [21]), jak i diagnostyki opartej na
resztach modelu [47]. Podkresla to szczegolne znaczenie i mozliwo$ci bayesowskiego
podejscia.

5. Niejednorodnos¢ obserwacji

Bardzo czgsto konwencjonalne metody i procedury analizy danych marketingo-
wych opieraja si¢ na zatozeniu, ze badana proba jest homogeniczna. Rozwazajac pro-
sty model logitowy, za pomoca ktorego probuje si¢ uchwycic, jak zmiana ceny wpty-
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nie na wybdr, mozna otrzymaé¢ usrednione wyniki, mimo ze wcze$niejsze badania
wyraznie wylaniaja dwie skrajne grupy konsumentéow — jedna jest bardzo wrazliwa na
zmiang ceny, druga natomiast prawie wcale. Odwotujac si¢ do innego przyktadu, za-
czerpnigtego z pracy [37], mozna wyciagna¢ wniosek, ze nieuwzglednienie heteroge-
nicznosci jest przyczyna bardzo stabego dopasowania modelu do danych. W przykta-
dzie tym przedstawiono dane, dotyczace ilo§ci nabywanych stodkosci w ciagu 7 dni.
Postuzono sig¢ rozkladem Poissona. Jedyny estymowany parametr to $rednia. Model
byt zle dopasowany do danych empirycznych, dlatego powtdrzono procedure,
uwzgledniajac heterogenicznos¢. Wyodrebniono sze$¢ segmentéw i otrzymano znacz-
nie lepsze wyniki.

W swietle powyzszych wywodow nie moze dziwié, ze uwzglednienie heteroge-
nicznosci przyczynia si¢ do lepszego odzwierciedlenia struktury badanych. Wobec
tego pojawia sig¢ naturalna potrzeba segmentacji. Jednak, co nalezy podkresli¢, jedno
z tradycyjnych zagadnien segmentacji polegajace na doborze kryteriow segmentacji,
w tym wypadku moze okaza¢ si¢ niewtasciwie. Wynika to z tego, ze przyjete zmienne
klasyfikacji niekoniecznie musza by¢ zgodne z przyjetym modelem. Innymi stowy,
odwotujac si¢ do wczesniejszego przyktadu, roznica w $redniej ilosci nabywanych
stodko$ci nie musi korespondowac¢ z wydzielonymi segmentami na podstawie uprzed-
nio okreslonych zmiennych. Réwniez liczba segmentéw, w zaleznosci od przyjetych
zmiennych, moze by¢ rézna.

Jesliby przyja¢ wlasciwy wybor kryteridw segmentacji, to nasuwa si¢ pytanie:
czy problem, przed jakim stoi badacz wobec niejednorodnych danych moze by¢
rozwiazany dwuetapowo? Intuicja podpowiada, ze w pierwszym kroku nalezy wy-
korzysta¢ odpowiednia metode klasyfikacji; w konsekwencji pozwoli to otrzymacé
jednorodne grupy. Wtedy drugi krok polegalby na wtasciwej analizie. Jednakze
takie dwuetapowe podejscie jest w literaturze z zakresu psychometrii i klasyfikacji
krytykowane [20], [35], [38], [57], [127]. W pewnych sytuacjach jest praktycznie
niemozliwe. Jako przyktad rozwazmy zagadnienie budowy mapy percepcji produk-
tow. Do tego celu do$¢ czesto wykorzystuje si¢ analize czynnikowa. Jednak otrzy-
mana w ten sposob przestrzen jest wspolna dla wszystkich badanych. Wynika to
z wczesniej przyjetego zatozenia, ze konsumenci identycznie postrzegaja produkty.
Poniewaz mapa powstata w ten sposob daje ograniczone mozliwos$ci interpretacyj-
ne, wskazane byloby wigc uwzglednienie heterogenicznos$ci. Pojawia sig pytanie,
jak podzieli¢ badanych na grupy, aby pdzniej wykorzysta¢ analiz¢ czynnikowa?
Trudno zaproponowaé dwuetapowa procedurg. Problem ten i opisany wczesniej
mozna rozwiaza¢, wykorzystujac podejscie oparte na modelach klas ukrytych i mie-
szankach rozktadow. Co wazne, w tych modelach jawnie nie definiuje si¢ kryteriow
segmentacji, gdyz reprezentuja one zmienne ukryte. Dzigki dodatkowo wprowadzo-
nej tam zmiennej ukrytej mozliwy jest podziat badanej zbiorowos$ci na wzajemnie
roztaczne, bezposrednio nieobserwowalne klasy [24], [30], [80], [94], [103], [114],
[122]. Wlasnosci te przyczyniaja si¢ do tego, ze analiza klas ukrytych i mieszanki
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rozktadow sa z powodzeniem wykorzystywane w modelach marketingowych (por.
np. [31], [33], [59], [81], [82], [83], [128].

Warty odnotowania jest fakt, ze idea mieszanek rozktadow nie jest nowa. Jedna
z pierwszych analiz wymagajacych potraktowania materiatu statystycznego jako zbio-
ru niejednorodnych obserwacji, pochodzacych z dwoch populacji, przeprowadzit
w 1894 roku Karl Pearson. Zaproponowal model, oparty na mieszance dwoch rozkta-
doéw normalnych o réznych $rednich i wariancjach. Takie ujecie zagadnienia pozwo-
lito, na podstawie danych dotyczacych dtugosci 1000 krabow, wyprowadzi¢ wniosek
o istnieniu dwoch podgatunkow tych skorupiakow.

Chociaz uptynat wiek od propozycji Pearsona, to jednak stosunkowo niedawno, bo
od czasu pojawienia si¢ pracy Dempstera, Laida i Rubina w 1978 roku, metody
uwzgledniajace heterogenicznos$¢ obserwacji, takie jak mieszanki rozktadow (FMD)
i analiza klas ukrytych (LCA), zyskaly duze zainteresowanie. Wspomniani autorzy
przezwycigzyli problem estymacji parametrow metoda najwigkszej wiarygodnosci,
wykorzystujac koncepcjg algorytmu EM. Tym samym mozliwosci aplikacyjne znacz-
nie wzrosty i trudno wskaza¢ obszar dziedziny naukowej, w ktorej wskazane metody
pozwalajace rezygnowac z zatozenia o jednorodnos$ci proby bytyby pomijane.

Wspomniane metody nie sa jedynymi sposobami radzenia sobie z niejednorodno-
$cig obserwacji. Taka mozliwo$¢ daja réwniez modele mieszane, a wigc modele,
w ktorych wystepuja efekty state i losowe. Pomimo ich dtugiej tradycji, stosunkowo
niedawno zaczgto te koncepcje wykorzystywa¢ w modelach analizy danych dyskret-
nych [1]. Przyczynit si¢ do tego niewatpliwie rozwo6j technik symulacyjnych oraz
wzrost mozliwosci obliczeniowych. Mieszany model logitowy zostal na przykiad
wykorzystany przez Boyda i Melomana [18] do badania popytu na samochody. Nie-
mniej jednak dopiero pewne propozycje McFaddena i Traina [102] pozwolity wyko-
rzysta¢ w praktyce bardziej skomplikowany mieszany wielomianowy model logitowy.

6. Teoria a praktyka

W konkluzji nalezatoby stwierdzié, ze przewazajaca wigkszo$¢ cytowanych prac
pojawita si¢ w specjalistycznych czasopismach statystycznych. Praktycy, chcac czer-
pac korzysci z tych prac, przy analizie dyskretnych danych marketingowych musza
sprosta¢ bardzo wysokim wymaganiom w zakresie znajomosci zagadnien statystycz-
nych. Dlatego stusznie zauwaza Agresti [2, s. 18], ze ,,gtldwnym wyzwaniem dla staty-
stykow jest wyjasnienie metodologii tym, ktorzy nie sa specjalistami w tym obszarze,
a mogliby skorzysta¢ z tych metod. Statystycy nie powinni niedoceniaé tego wyzwa-
nia. Przyktadowo, modele dla danych porzadkowych wciaz wydaja si¢ by¢ wykorzy-
stywane w niewielkim stopniu w wielu dyscyplinach, takich jak nauki spoteczne, cho-
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ciaz pomiary porzadkowe sa powszechne. [...] zadanie dla statystyka dotyczace wyja-
$nienia interpretacji modelu i r6znic pomigdzy modelami [...] nie jest latwe”.
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A retrospective review of categorical data
analysis — theory and marketing practice

The paper presents historical development of the categorical data analysis for models with explicit re-
sponse variables defined as well as models without such a distinction. Besides difficulties in model
building we focus on methods and procedures for model testing and for the estimation of model parame-
ters. Within these issues we emphasize the drawbacks of the models and historical trials to overcome
them. The problem of data heterogeneity and methods that help to handle it were considered. Discussion
of practical usefulness of categorical data analysis is limited to marketing problems.

Keywords: categorical data analysis, logit, probit, contingency table, maximum likelihood estimation,
data heterogeneity



