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ANALIZA CZASOWO-KOSZTOWA (CPM-COST).
ALGORYTM A MODEL OPTYMALIZACYJNY

Za pomoca przyktadowych sieci obrazujacych realizacjg przedsigwzig¢ inwestycyjnych zilustro-
wano dziatanie algorytmu opartego na metodzie §ciezki krytycznej w ujeciu kosztowym oraz przed-
stawiono modele optymalizacyjne wraz z kolejnymi iteracjami wygenerowanymi przez komputer. Na
podstawie rozbiezno$ci migdzy otrzymanymi rozwigzaniami wykazano, iz algorytm stosowany
w analizie czasowo-kosztowej jest oparty na nie do konca prawidtowo sformutowanych zatozeniach.

Stowa kluczowe: CPM-COST, metoda Sciezki krytycznej, analiza czasowo-kosztowa, model optymaliza-
cyjny, czas graniczny, czas dyrektywny, liniowa i nieliniowa zaleznos¢ pomiedzy czasem a kosztem, czas
realizacji przedsiewziecia

Wstep

Juz od ponad pot wieku znana jest metoda $ciezki krytycznej (CPM — Critical
Path Method), powstata w koncernie du Pont de Nemours (USA) jako efekt pracy
zespotu roznych specjalistow, ktorym zlecono opracowanie metody planowania robot
remontowych i przegladowych w duzym zakladzie przemystu chemicznego'. W prze-
ciwienstwie do metod indeterministycznych, zakladajacych dziatanie w warunkach
niepewnos$ci, metoda Sciezki krytycznej nalezy do grupy metod deterministycznych,
czyli takich, ktore zakladaja dziatanie w warunkach pewnosci’. CPM pozwala wyrodz-

* Katedra Badan Operacyjnych, Akademia Ekonomiczna w Poznaniu, al. Niepodlegtosci 10, 60-967
Poznan. helenagaspars@poczta.onet.pl

! Zob. http://www.iwankow.ps.pl/zto/sopt/

% Do najpopularniejszych metod indeterministycznych (probabilistycznych, stochastycznych) nalezy
metoda PERT (Program Evaluation and Review Technique). PERT traktuje czasy trwania poszczego6l-
nych czynnosci jako zmienna losowa. Z kolei CPM mozna stosowaé wowczas, gdy czasy te sa doktadnie
znane. Warto jednak zaznaczy¢, ze metoda PERT, pod wzgledem struktury logicznej modelu sieciowego,
jest zaliczana do metod analizy sieciowej typu DAN (Deterministic Analysis Network), poniewaz w trak-
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ni¢ w sieci przedstawiajacej harmonogram realizacji przedsigwzigcia® tzw. $ciezki
krytyczne, ktére charakteryzuja si¢ najdtuzszym czasem trwania. Od niego z kolei
zalezy czas potrzebny na wykonanie calej zaplanowanej inwestycji.

Oprocz analizy iloSciowej rOwnie waznym zagadnieniem jest aspekt ekonomiczny
realizacji projektu i mozliwos$ci modyfikacji modelu przez kompresjg sieci, wynikaja-
ca ze zbyt dhugiego dla inwestora lub odbiorcy okresu wykonywania tego projektu [7,
s. 165]. Potrzeba przyspieszenia realizacji przedsigwzigcia przy jednoczesnym daze-
niu do minimalizacji kosztow bezposrednich (zwiazanych z konkretna czynnoscia)*
pociaga za soba konieczno$¢ stosowania CPM-COST, czyli metody $ciezki krytyczne;j
w ujeciu kosztowym. W metodzie tej zaktada sig, iz skroceniu czasu realizacji inwe-
stycji towarzyszy wzrost tychze kosztow. W analizie czasowo-kosztowej mozna roz-
patrywac nastepujace dwa przypadki [6, s. 55-56]:

a) Decydent dazy do minimalizacji czasu realizacji przedsigwzigcia (7), majac na
wzgledzie dostepne srodki (K*), ktore moze przeznaczy¢ na skracanie czasu trwania
wybranych czynnosci:

T — min, (D)
K<K*. (2

b) Decydent dazy do realizacji inwestycji w czasie nie dluzszym niz zadany czas
dyrektywny (7%*), przy czym zamierza to uczyni¢ jak najtanie;j:

K — min, 3)
T<T*. (4)

Jest rzecza oczywista, iz osiagnigcie jednego z powyzszych celéw wymaga skro-
cenia czasu trwania czynnosci, znajdujacych si¢ na najdluzszej §ciezce w sieci. Nale-
zy jednocze$nie pamigta¢ o tym, aby ostateczny czas trwania danego dziatania byt
przynajmniej rowny jego czasowi granicznemu’.

cie realizacji przedsigwzigcia wszystkie czynnosci przedstawione w sieci sa realizowane. W przypadku
stochastycznej struktury logicznej tylko czg$¢ czynnos$ci przedstawiona w sieci, z okreslonym prawdopo-
dobienstwem wigkszym od zera, bierze udziat w realizacji przedsigwzigcia [7, s. 156—157].

3 Przez przedsiewzigcie rozumie sie zorganizowane dziatanie ludzkie zmierzajace do osiagnigcia
okreslonego celu, zawarte w skonczonym przedziale czasu — z wyr6znionym poczatkiem i koficem — oraz
zrealizowane przez skonczonag liczbg osob, srodkéw technicznych, energii, materiatow, srodkoéw finanso-
wych i informacji [7, s. 156].

* Do kosztow bezposrednich naleza koszty robocizny, materiatéw oraz koszty skrocenia czasu reali-
zacji danej czynno$ci. Oprocz kosztow bezposrednich wyrdznia si¢ koszty posrednie, do ktdérych mozna
zaliczy¢ m.in. koszty administracyjne, podatki, kary umowne zwiazane z niedotrzymaniem ustalonego
terminu wykonania pracy. Koszty posrednie dotycza przedsigwzigcia jako calosci [2, s. 45]. Zob.
http://www.netmba.com/operations/projet-cost/

> Czas graniczny jest definiowany jako najkrotszy mozliwy ze wzgleddéw technicznych i technolo-
gicznych czas na wykonanie danego dziatania [5, s. 83].
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W niniejszej pracy przypomniane zostana zatozenia algorytmu pozwalajacego
osiagna¢ zamierzone cele oraz modele decyzyjne, dzieki ktorym mozliwe jest uzyska-
nie rozwiazania optymalnego. Nastgpnie autorka wykaze, ze rozwiazania otrzymane
odpowiednio za pomoca algorytmu i modelu optymalizacyjnego nie sa w przypadku
kazdego analizowanego projektu zbiezne. W pracy beda brane pod uwage jedynie
koszty skracania czasu trwania czynnosci, ktére naleza do kategorii kosztéw bezpo-
$rednich’.

1. Wykorzystanie algorytmu CPM-COST
do skrdcenia czasu realizacji przedsi¢wzigcia

W analizie czasowo-kosztowej zaklada sig, iz w celu przyspieszenia inwestycji
opisanej siecig czynnosci nalezy wykonac¢ nastgpujace kroki:

1. Wyznaczy¢ podsie¢ krytyczna, czyli zbior Sciezek, ktorych czynno$ci charakte-
ryzuja si¢ zerowym catkowitym zapasem czasu’.

2. Ustali¢ mozliwe warianty (przekroje) skrocenia czasu trwania wszystkich $cie-
zek krytycznych o jedna jednostke. Poszczegdlne warianty moga polegaé na:

a) skroceniu jednej czynnosci wspolnej dla wszystkich $ciezek krytycznych,

b) skrdceniu po jednej czynnosci na kazdej najdtuzszej $ciezce [4, s. 303],

¢) kombinacji dwoch pierwszych wariantow®.

3. Przypisa¢ wymienionym przekrojom faczne koszty skrocenia. Jezeli skrocenie
czasu trwania danej czynnosci jest technicznie niemozliwe, przyjmuje sig, iz koszt zwia-
zany z jej skroceniem jest rowny bardzo duzej liczbie. Zalezno$¢ czas-koszt dla danej
czynno$ci moze by¢ liniowa lub nieliniowa. Pierwszy typ zalezno$ci wystgpuje wow-
czas, gdy koszt skrocenia czasu trwania czynnosci o kazda kolejng jednostke jest staty.
Koszt ten mozna wyznaczy¢ dzielac roznice pomiedzy kosztem granicznym’ a kosztem
normalnym przez rdznicg pomiedzy czasem normalnym a czasem granicznym'’. Wspo-
mniana formuta ma sens, gdy koszt graniczny jest nie nizszy od kosztu normalnego.

8 Jezeli rozpatruje si¢ zarowno koszty bezposrednie, jak i posrednie, to postgpowanie optymalizacji
uktadu: czas trwania przedsigwzigcia — catkowite koszty realizacji okresla si¢ niekiedy kryptonimem
MCX (Minimum-Cost Expediting) [5, s. 78-79].

7 Catkowity zapas czasu czynnosci informuje, o ile maksymalnie mozna opdzni¢ moment jej rozpo-
czecia lub wydhuzy¢ jej czas trwania, aby czas realizacji catej inwestycji nie ulegt zmianie. Jakiekolwiek
wydluzenie czasu trwania czynno$ci o zerowym catkowitym zapasie czasu (tzw. czynnosci krytycznej)
powoduje zatem opdznienie momentu zakonczenia catego przedsigwzigcia.

8 Jezeli na przyklad sie¢ krytyczna sktada sig z trzech $ciezek: I, II, III, to mozna skroci¢ czynnosé
wspolna dla $ciezek 11 111 oraz jeszcze jedna czynnosé, ktora znajduje sig tylko na $ciezce I1.

% Koszt graniczny to koszt, ktory towarzyszy czasowi granicznemu.

10 Zob. http://www.netmba.com/operations/projet-cost/ i por. [5, s. 87].
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4. Wybra¢ najtanszy wariant i skroci¢ czas trwania wybranych czynnosci o jedna
jednostke'".

5. Sprawdzi¢, czy cel zostat osiagnigty'”. Jezeli nie, przejs¢ do kroku 6.

6. Sprawdzi¢, czy pojawita si¢ nowa $ciezka krytyczna (badz nowe $ciezki kry-
tyczne)".

a) Jezeli tak, wyznaczy¢ nowa podsieé krytyczna'® i powrdcié do kroku 2.

b) Jezeli nie, powroci¢ do kroku 3 itd.

Opis calego zaprezentowanego algorytmu kompresji sieci mozna znalez¢é m.in.
w pracach [1], [3, s. 254-255] i [7, s. 165-166]. Autorzy tychze prac proponuja naj-
pierw zestawi¢ czynnosci krytyczne, podaé ich gradienty kosztow' oraz czasy gra-
niczne, wyeliminowac¢ z zestawienia te czynnosci krytyczne, dla ktorych $redni gra-
dient kosztow nie istnieje (tzn. normalny czas trwania czynnosci jest rowny czasowi
granicznemu), a nastgpnie proces skracania rozpocza¢ od czynnos$ci krytycznej o naj-
nizszym gradiencie kosztow. Autorzy podkreslaja, iz przy skracaniu czasu trwania
danej czynnosci moga wystapi¢ dwa ograniczenia w postaci czasu granicznego tej
czynnosci badz pojawienia si¢ nowej $ciezki krytycznej na skutek catkowitego wyko-
rzystania zapasu czasu czynno$ci niekrytycznej. Zdaniem autorow, gdy istnieja
w sieci dwie $ciezki krytyczne lub wigcej, nalezy skracac czas o t¢ sama wielko$¢ na
wszystkich $ciezkach krytycznych [7, s.166].

Postuzmy si¢ prostym przyktadem w celu zilustrowania dziatania powyzszego al-
gorytmu. Przedsigwzigcie to wymaga wykonania sze$ciu czynnosci w kolejnosci
podanej na rys. 1. Litery oznaczaja poszczegdlne czynnosci, wartosci — ich normalne
czasy trwania (w dniach), a warto$ci w nawiasach kwadratowych — koszty skrocenia
danej czynnos$ci (w tys. zt) o kazdy kolejny dzien. Liczba wartosci w nich zawartych
jest jednoczesnie liczba dni, o ktéra maksymalnie mozna skroci¢ czas trwania rozpa-
trywanej czynnos$ci. Brak nawiasu kwadratowego przy danym dziataniu oznacza, iz
jego skrocenie jest technicznie niemozliwe. W nawiasach okraglych przy wezlach

"Por. [2, s. 51]: ,,Bedziemy skraca¢ iteracyjnie te czynnosci krytyczne, ktorych skrocenie wymaga
najmniejszego kosztu dodatkowego na jednostke czasu w poréwnaniu z innymi czynno$ciami krytyczny-
mi” oraz [2, s. 53]: ,,Skracajac czas tych czynno$ci krytycznych (lub podzbioréw czynnosci krytycznych),
charakteryzujacych si¢ najmniejszymi kosztami krancowymi (lub najmniejsza suma — jesli mamy w grafie
wigcej niz jedna droge krytyczna)”.

12 Celem moze by¢ uzyskanie rozwiazania optymalnego zadania (1)~(2) lub (3)—(4).

3 Por. [5, s. 82]: ,,W trakcie tego postepowania tworza si¢ zazwyczaj nowe $ciezki krytyczne, co mo-
ze spowodowaé koniecznos$¢ zbierania dalszych danych o zalezno$ci czas—koszt” oraz [2, s. 50]: ,,Takie
postgpowanie ma charakter iteracyjny, gdyz w trakcie obliczen moga powsta¢ w grafie nowe drogi kry-
tyczne”.

!4 Wystapienie nowej $ciezki krytycznej jest bardzo prawdopodobne wowczas, gdy przed skroceniem
w sieci znajdowaly si¢ drogi podkrytyczne, czyli ciagi czynnosci niekrytycznych wykazujace nieznaczne
zapasy czasu.

'S Autorzy nazywaja gradientem kosztu stosunek réznicy pomiedzy kosztem granicznym a kosztem
normalnym do réznicy pomigdzy czasem normalnym a czasem granicznym [7, s. 165].
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podano najwczes$niejsze mozliwe i najpdzniejsze dopuszczalne momenty zajécia zda-
rzen. Obliczone na podstawie momentow catkowite zapasy czasu czynnos$ci przedsta-
wiono w nawiasach okragtych obok tukow.

6,6 4 [4,4,6 10,10
s I (66) E4[446]  (10,10)

B 7

Rys. 1

Zat6zmy, ze nalezy ustali¢ czasy trwania poszczegdlnych czynnos$ci, kierujac sie
ponizszymi wytycznymi:

K — min, ()
T<8. (6)

Dla normalnych czaséw trwania czynnosci najkrétszy czas realizacji przedsigwzigcia
wynosi 10 dni, przy czym wszystkie $ciezki w sieci (A-D-E, A-C-F, B-F) sa krytyczne'®.
Aby warunek (6) byl spelniony, sie¢ powinna zosta¢ dwukrotnie skrécona o jednostke.
Sposrdd pigciu wariantow pozwalajacych skrocic¢ czas trwania kazdej §ciezki:

A+ B (koszt: 2+ 7=09),

D+ C+ B (koszt: 5+ 00+ 7 =),

E + C+ B (koszt: 4 + 0 + 7 = 0),

D +F (koszt: 5+ 1=06),

E + F (koszt: 4 + 1 =5),
nalezy wybra¢ ostatnia kombinacje. Po skrdceniu czasu trwania czynnosci E i1 F od-
powiednio do 3 i 2 dni, czas realizacji calego przedsigwzigcia bedzie wynosi¢ 9 dni,
a taczny koszt skrocenia bedzie rowny 5 tys. zt.

W zwiazku z faktem, iz przyspieszenie inwestycji nie przyczynito si¢ do powsta-
nia nowej $ciezki krytycznej, lista mozliwych kombinacji nie zmienia si¢. Zmianie
ulegaja jedynie niektore koszty:

A+ B (koszt: 2+ 7=09),

D+ C+ B (koszt: 5+ 00+ 7 = ),

E + C+ B (koszt: 4 + 0 + 7 = 0),

16 Zostaty one na rysunku pogrubione.
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D +F (koszt: 5+2=17),

E + F (koszt: 4 +2 = 6).

Okazuje sig, ze po raz drugi wariant ostatni jest najbardziej korzystny. Ostatecznie
czynnos$¢ E trwac bedzie 2 dni, czynno$¢ F — 1 dzien, a cale przedsiewzigcie zostanie
ukonczone w ciagu 8 dni (rys. 2). Calkowity koszt skrocenia uksztattuje si¢ na poziomie
11 tys. zt. Otrzymane rozwiazanie jest dopuszczalne, poniewaz spelnia warunek (6).
Zgodnie z zalozeniami przedstawionego algorytmu, jest ono rowniez optymalne, gdyz
przy skracaniu czasu trwania przedsigwzigcia wybierano zawsze ten wariant, z ktérym
zwiazane byly najnizsze koszty.

(6,6) E 2 [6] (8,8)

D 2 [5] (0)

0,0 B7 [711 (0 7,7
Rys. 2

Przedstawiony przyktad dotyczy minimalizacji kosztu przy zadanym czasie dy-
rektywnym. Stosowanie algorytmu w przypadku minimalizacji czasu przy zadanym
koszcie przebiega bardzo podobnie. Skracanie nalezy zakonczy¢ wowczas, gdy kolej-
ne przyspieszenie wiaze si¢ z przekroczeniem zadanego kosztu.

2. Wykorzystanie modelu optymalizacyjnego
do skrdcenia czasu realizacji przedsi¢wzigcia

W przypadku bardziej rozbudowanych sieci lub/i koniecznosci przeprowadzenia
wigkszej liczby iteracji wygodniej jest postuzy¢ si¢ odpowiednio sformutowanym
zadaniem programowania liniowego. Model minimalizujacy czas przy zadanym kosz-
cie przyjmuje nastepujaca postac:

X, — min, (7)

5
y;i > yj 2.2y, ®)

5,
X2t =) P, €

p=l1
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X 209 (10)
m Py
DIPILATES & (11)
ij=1 p=1
X;s X >0, (12)
vy €101}, (13)

W przypadku minimalizacji kosztu przy zadanym czasie nalezaloby rozwiazac za-
danie (14)—(20).

m_ By
Z Z k;-’ yl.f — min, (14)
ij=1 p=1
1 > 2 > > By (15)
YigVi 22V
?;
X, 2t —Zyif +X;, (16)
p=1
x =0, (17)
x,<T*, (18)
x;,%; 20, (19)
yi €{0,1}, (20)
gdzie:
x;(x;) — moment zaistnienia i-tego (j-tego) zdarzenia,
n — liczba zdarzen,
y;;  —zmienna przyjmie warto$¢ 1, gdy czynno$¢ ij zostanie skrocona po raz p-ty,
P; —maksymalna liczba jednostek, o ktora skrocenie czasu trwania czynnosci ij
jest mozliwe (réznica migdzy czasem normalnym a czasem granicznym),
t;  —czas trwania czynnosci 7j,
m  —liczba czynnosci,
P 7 : ;. . . . .
ki  — koszt skrocenia po raz p-ty czynnosci rozpoczynajacej sig i-tym zdarze-

niem i konczacej si¢ zdarzeniem j-tym,
K* — dostepne srodki,
T* —czas dyrektywny.
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Model decyzyjny dla wczesniej omdwionego przyktadu wyglada nastepujaco:
2y!, +33%+1000y3 + 7y}, +1000y; +1000y;. + 5y}, +1000y7,

4y, +4y; +6y; +1000ys +1y) +2y7 +1000y; — min, 1)
Yz yiz
Vb2 V3
Yp2Vp : (22)
V2 Ve Vi 2 Vg
Vi 2 Vi 2 Vi
X, 24—y =y -y;+0
X 27—y —yp+0
X, Z3—ylc+x2 , @3)
x422—y},—yf,+x2
X5 24—y =V =V~ Vit
X5 23—y =i = Vi %
x =0, (24)
x5 <8, (25)
Xy, X5,%,,%5 20, (26)
Vis Vi Vi €01} 27)

Optymalne warto$ci zmiennych bedace rozwiazaniem zadania (21-27) sa réwne:
X=2,x3=7,x4=4, x5=38, yb =1, yi =1, y}; =1, yﬁ = 1. Pozostate zmienne yij’

przyjely zerowe warto$ci. Warto$¢ zmiennej xs sugeruje, iz warunek (6) zadania (5)—(6)
zostat spetiony. Po podstawieniu obliczonych warto$ci zmiennych do funkcji celu oka-
zuje sig, ze jest ona rowna 8 tys. zk. Obserwacja ta daje z jednej strony powod do niepo-
koju, poniewaz otrzymany wynik jest zupetnie inny od tego, ktory uzyskalismy, stosujac
wczesniej omoéwiony algorytm dla metody Sciezki krytycznej. Z drugiej strony, warto$é
funkcji celu moze decydenta ucieszy¢, gdyz oznacza ona, iz skrocenie czasu realizacji
inwestycji do 8 dni moze kosztowac nie 11, lecz 8 tys. zt, czyli az o 3 tys. zI mnie;j!
Wyprowadzone przez autorke modele (7)—(13) i (14)—(20) maja zastosowanie
wtedy, gdy koszty skrocenia danej czynno$ci nie sa state, a zmiany ich czasu trwania
maja charakter dyskretny. W pracy [8, s. 313-317] mozna znalez¢ odpowiednie mo-
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dele uproszczone wykorzystywane w sytuacji, gdy koszt skrdécenia czynnosci o kazda
jej kolejna jednostke czasu jest taki sam. Wowczas kazdej czynno$ci przypisana jest
tylko jedna zmienna y;, ktorej koficowa warto$¢ oznacza liczbg jednostek czasu,
o jaka nalezy skroci¢ dang czynnos¢. Znikajq zatem warunki (8) 1 (15), a zmienne y;
moga przyjmowac¢ wartosci naturalne nieprzekraczajace zadanego poziomu stanowia-
cego réznicg migdzy czasem normalnym a czasem granicznym.

3. Analiza poréwnawcza algorytmu i modelu optymalizacyjnego

Uzyskanie r6znych wynikéw pociaga za soba potrzebg wyjasnienia przyczyny za-
obserwowanej nieprawidtowosci. Przypomnijmy, ze w metodzie $ciezki krytycznej
okazato sig, iz w pierwszej i drugiej iteracji nalezato za kazdym razem skroci¢ czas
trwania dwoch tych samych czynnosci: E oraz F. Po pierwszym etapie koszt wyniost
5 tys. zt, a po drugim — dodatkowe 6 tys. zt. Z kolei wyniki wygenerowane przez
komputer na podstawie modelu optymalizacyjnego sugeruja, iz wystarczyto dwukrot-
nie skroci¢ czynnosci A i F. Pierwsze skrocenie tej pary wiaze si¢ z kosztem wyno-
szacym 3 tys. zt, a drugie — z dodatkowymi 5 tys. zt. Pytanie, jakie si¢ nasuwa, jest
oczywiste: Dlaczego algorytm nie podsunat takich rozwiazan? OdpowiedZz brzmi:
Poniewaz wariantu A + F nie byto wsrod rozpatrywanych.

Kombinacja A + F jest bardzo interesujacym sposobem skrocenia czasu realizacji
inwestycji o jednostke. W wyniku skrocenia powyzszych czynnosci liczba $ciezek kry-
tycznych zmaleje (rys. 3)! Pozostana dwie najdtuzsze $ciezki: A-D-E oraz B-F. Czyn-
no$¢ C przestanie by¢ krytyczna, poniewaz jej catkowity zapas czasu bedzie rowny 1.

5,5 E 4 [44,6 99
(33) D 2 [5] (0) 55 [446] (9.9

(0,0) B 7 71 (0)
Rys. 3

Wariant A + F nie zostal wcze$niej wymieniony, gdyz zaktada on skrocenie czasu
trwania kazdej najdluzszej drogi niekoniecznie o doktadnie jedna jednostke. Sposrod
kombinacji skracajacych wszystkie $ciezki krytyczne przynajmniej raz, wariant ten jest
rowniez jedyna racjonalna kombinacja. Zauwazmy bowiem, ze przykltadowy wariant
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D + C + F takze pozwala przyspieszy¢ czas trwania kazdej najdtuzszej $ciezki o co naj-
mniej jedna jednostke czasu, lecz zawiera czynnos¢ C, ktorej skrocenie jest zbedne,
poniewaz akceleracja dwdch pozostatych czynnosci jest zupetnie wystarczajaca.

Chcac skroci¢ przedsigwzigcie o kolejny dzien, decydent powinien wybraé jeden
z nastgpujacych wariantow:

A + B (koszt: 10),

A + F (koszt: 5),

D + B (koszt: 12),

D + F (koszt: 7),

E + B (koszt: 11),

E + F (koszt: 6).

Wybdr znéw padnie na wariant A + F (rys. 4).

4,4) E 4 [44,6] (8,8)

(2,2) D 2 [5] (0)
OarmsO

©) /F1

(0,0) B 7 [7] (0) (7.7

Rys. 4

Opisany w rozdziale pierwszym algorytm wygenerowal mniej korzystne rozwia-
zanie anizeli model optymalizacyjny, poniewaz ten pierwszy analizowal jedynie te
warianty, ktore powodowaty skrocenie czasu trwania wszystkich $Sciezek krytycznych
o dokladnie jedna jednostkg. Tymczasem okazuje sig, ze do listy kombinacji nalezy
dotaczy¢ warianty, ktore pozwalaja skroci¢ wszystkie Sciezki krytyczne o przynaj-
mniej jedna jednostke!

4. Jeszcze jeden paradoks ...

Na zakonczenie przyjrzyjmy si¢ jeszcze jednej sytuacji. Zatézmy, ze planowane przed-
sigwzigcie zostanie zrealizowane po zakonczeniu pigciu czynnosci (rys. 5). Tym razem
koszty skrocenia sa stale, a czasy graniczne wynosza odpowiednio 2, 1, 1, 3, 1. Najkrotszy
czas realizacji przedsigwzigcia przy normalnych czasach trwania czynnos$ci wynosi 10
jednostek (np. tygodni), przy czym sie¢ sktada si¢ z jednej $ciezki krytycznej A-C-E.
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43 (1 10,10
5.5) B 4 [3] () (10,10)
©0),/E 3 [2]
(0,0) D6 [4 (1) (7,7)

Rys. 5

Przyjmijmy, iz celem decydenta jest znalezienie rozwiazania spetniajacego wa-
runki (28)—(29):

K — min, (28)
T<8. (29)

Majac na uwadze wnioski wyciagnigte w rozdziale 3, dotaczmy do listy rozpatry-
wanych wariantow ewentualne dodatkowe racjonalne kombinacje zapewniajace przy-
spieszenie inwestycji, lecz niekoniecznie poprzez skrocenie wszystkich najdtuzszych
sciezek doktadnie raz. W pierwszej iteracji mozna przyspieszy¢ czynnosci A, C lub E.
Zgodnie z krokiem 4 decydent wybierze czynno$¢ C (rys. 6).

B 4 3] (0) (9.9)

O)/E 3 [2]

(5.5)

(0,0) D6 [4] (0) (6,6)

Rys. 6

Nastegpnie ustali mozliwe warianty skrocenia trzech najdtuzszych $ciezek:
A + D (koszt: 6),
A + E (koszt: 4),
B + C + D (koszt: ),
B + E (koszt: 5),
i skroci czasy trwania czynnosci A i E (rys. 7).
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B 4 [3] (0 (8.8)

0 /E 2 [2]

(0,0) D6 [4] (0) (6,6)

Rys. 7

Czas realizacji przedsigwzigcia wyniesie wowczas 8 tygodni, a taczny koszt skro-

cenia bedzie rowny 1 +2+2 =5 j.p.

W przypadku tego przyktadu moglibySmy mie¢ pewnos¢, ze otrzymane rozwiaza-
nie jest optymalne, poniewaz lista wariantow do wyboru zostata odpowiednio rozsze-

rzona. Rozwiazujac jednak ponizsze zadanie:

2y, 43y, +1y.+4y, +2y, > min,

Ya -
Ve -
Ye 1
Yp<6-3
yp<3-1

xX,25-y,+0
X 26—y, +0
X, 22—y +x,,
X, 24—y, +x,

X, 23—-yp +x,

Xy,%5,%, 20,

Y4>VgsYcsYp> Ve €N

(30)

€2))

(32)

(33)
(34)
(35)

(36)
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okazuje sig, ze wystarczy najpierw skroci¢ czynno$¢ A, a w drugiej iteracji czynnos¢ E
(lub odwrotnie), aby spetni¢ warunek (34), przy czym catkowity koszt wyniesie jedy-
nie 2 +2 =4j.p. (rys. 8).

B 4 [3] (0) (8,8)

©0)/E 2 2]

(4.4)

(0,0) D6 [4] (0 (6,6)
Rys. 8.

Po raz kolejny opisany algorytm nie pozwolil nam wyznaczy¢ optymalnego roz-
wiazania. W rozdziale 3 niniejszej pracy zakwestionowano drugi krok opisanego al-
gorytmu. Na podstawie drugiego przyktadu mozna doj$¢ do wniosku, iz krok 4 staje
si¢ w pewnych sytuacjach rowniez zawodny. Wybdr kazdorazowo najtanszego wa-
riantu nie musi prowadzi¢ do optimum. Oczywiscie, gdyby decydentowi zalezato na
przyspieszeniu inwestycji tylko o jeden tydzien, rozwiazania wygenerowane dla tego
przyktadu przez algorytm i model optymalizacyjny bylyby zbiezne. W obu przypad-
kach nalezatoby skréci¢ czas trwania czynnosci C.

Podsumowanie

1. W pracach [1]-[5], [7] przyjmuje sig, ze przyspieszenie inwestycji powinno na-
stapi¢ poprzez skracanie najdtuzszych $ciezek o jedna jednostke. W opracowaniach
zamieszczanych na stronach internetowych przez osoby prowadzace zarowno wykta-
dy i ¢wiczenia dla studentow z przedmiotow optymalizacyjnych, jak i szkolenia
z zakresu zarzadzania projektem (Project Management) mozna znalez¢ nastgpujace
sformutowania: ,,Jezeli wystepuja dwie lub wigcej Sciezek krytycznych w sieci, nale-
7y skracaé czas o tg sama wielko$é na wszystkich $ciezkach krytycznych”'”. Okazuje
si¢ jednak, ze nie dla kazdej sytuacji decyzyjnej zatozenia algorytmu pozwalaja
otrzymac najlepsze rozwiazanie. Krok 2 opisanej metody poszukiwania optymalnego
planu nalezy zatem przeformutowac przez dodanie jednego istotnego stowa: ,,Ustali¢

17 Zob. gnu.univ.gda.pl/~jz oraz [3, s. 254-255]1[7, s. 166].
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mozliwe warianty skrocenia czasu trwania wszystkich $ciezek krytycznych o przy-
najmniej jedna jednostke.

2. Niektore opracowania dydaktyczne sa zaopatrzone w komentarz o nastgpujacej
badz zblizonej tresci: ,,Nalezy zwroci¢ szczegbdlng uwagge na Sciezke krytyczna
1 upewni¢ sig, czy po przyspieszeniu inwestycji o jedna jednostke rozpatrywana
Sciezka pozostanie krytyczna”'®. Wniosek ten stanowi niejako potwierdzenie koniecz-
no$ci wyboru wariantu nie tylko sposrdéd kombinacji zaktadajacych skrocenie $ciezek
krytycznych o doktadnie jedna jednostke. Jezeli decydent ograniczy si¢ jedynie do
tych ostatnich, przy skracaniu czasu realizacji przedsigwziecia o kazda kolejna jed-
nostke, liczba §ciezek krytycznych bedzie co najwyzej wzrasta¢, gdyz raz ustalona
$ciezka krytyczna zachowa swoje zerowe catkowite zapasy czasu w kazdej iteracji.
Jezeli natomiast do listy mozliwych kombinacji dotacza warianty skracajace najdtuz-
sze Sciezki przynajmniej raz, okaze sig, ze niektore drogi krytyczne przestana by¢
najdluzsze, poniewaz zostang one skrocone w dwoch miejscach. Modyfikacja kroku 2
omoOwionego algorytmu pociaga wiec za sobg zmiany réwniez w kroku 6.

3. Przyktad drugi oméwiony w rozdziale czwartym wyraznie pokazuje, ze krok 4
sugerujacy wybor najtanszej kombinacji moze roéwniez przeszkodzi¢ decydentowi
w wyznaczeniu planu optymalnego. Niezwykle istotnym parametrem w zadaniu jest
bowiem czas dyrektywny 7*. Jezeli decydentowi zalezy tylko na jednokrotnym skro-
ceniu czasu realizacji przedsigwzigcia, moze on jak najbardziej kierowaé si¢ przy
wyborze odpowiedniego wariantu kryterium minimalizacji kosztu. Jezeli natomiast
decydent zamierza przyspieszy¢ inwestycje o kilka jednostek, powinien on spojrze¢
na problem cato$ciowo, co w przypadku bardzo rozbudowanych sieci moze si¢ okazaé
do$¢ trudne. Owa trudno$¢ wynika z faktu, iz analiza czasowo-kosztowa posiada ce-
chy charakterystyczne dla programowania dynamicznego.

4. Przeprowadzone analizy wykazaty, ze zar6wno przy nieliniowej jak i przy linio-
wej zalezno$ci migdzy czasem trwania danej czynnosci a kosztem zwiazanym z jego
skroceniem wyniki generowane przez algorytm i model optymalizacyjny niekiedy sa
roézne, przy czym ten drugi zawsze zapewnia uzyskanie rozwiazania optymalnego.

5. Zauwazmy, ze sieci, na podstawie ktorych wykazano, iz stosowanie algorytmu
moze by¢ zawodne, maja do$¢ specyficznag strukture: zawieraja Sciezke krytyczna
(podkrytyczna) posiadajaca czynnosci wspolne parami z innymi Sciezkami krytycz-
nymi (podkrytycznymi). Wykorzystane modele sieciowe, z uwagi na liczbg czynnosci
i zalezno$ci miedzy nimi mozna jednak uzna¢ za bardzo proste. W praktyce natomiast
struktura przedsigwzigcia moze si¢ okaza¢ znacznie bardziej ztozona. Wowczas usta-
lenie wszystkich mozliwych kombinacji zgodnie z zalozeniami algorytmu zabiera
wigcej czasu. Zwigksza si¢ rowniez ryzyko przeoczenia niektérych wariantow, w tym
najbardziej oplacalnej kombinacji. Co wigcej, stosowanie omdwionego algorytmu
komplikuje sig, gdy réznica miedzy normalnym czasem realizacji przedsigwzigcia

18 Zob. http://www.netmba.com/operations/projet-cost/
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a czasem dyrektywnym jest duza, poniewaz po kazdej iteracji nalezy na nowo ustali¢
podsie¢ krytyczna wraz ze zbiorem kombinacji. Skoro algorytm nie gwarantuje uzy-
skania rozwiazania optymalnego, kazdej kolejnej iteracji moze wigc towarzyszyc
coraz wigksze odchylenie miedzy wynikiem otrzymanym a optymalnym! Duza zlozo-
no$¢ czasowa metody, ktéra na dodatek moze nie doprowadzi¢ do najlepszego mozli-
wego rozwiazania, tym bardziej pozwala autorce zakwestionowac sens jej stosowania.

6. Aby mozna bylo CPM-COST nazwa¢ algorytmem, metoda powinna mie¢ jasno
okreslone kryterium stopu i osiaga¢ rozwiazanie spetniajace to kryterium po skonczone;j
liczbie krokéw. Niedoskonatos¢ zaprezentowanego algorytmu wynika z faktu, iz kazda
kolejna iteracje traktuje jako odrebne zadanie. Sprecyzowanie zalozen opisanych w roz-
dziale pierwszym sprawi, ze stana si¢ one uniwersalne. Mozliwe bedzie wowczas
otrzymanie takich samych wynikoéw niezaleznie od przyjetego sposobu rozwiazywania
problemu, a osoby nadzorujace realizacjg przedsigwzigcia inwestycyjnego beda mogty
wyznaczy¢ jeszcze mniej kosztowny plan jego wczesniejszego zakonczenia.

6] IoNasiaK E., Teoria grafow i planowanie sieciowe, PWE, Warszawa 1982.
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Time-cost analysis (CPM-COST). Algorithm versus optimization model

The author of this paper analyses examples of network diagrams presenting different projects. The
target consists in compressing the project schedule to a time desired and minimizing direct costs. On the
basis of these case studies the author shows how both, i.e., 1) the algorithm based on the critical path
method with a time-cost analysis and 2) the optimization models, generate each iteration to finally deter-
mine the best solution. However, the results obtained are different. In this connection, the steps of the
algorithm are demonstrated in order to proof that some of its assumptions are not entirely defined in
a proper way. It turns out that the project accelerating 1) by shortening each critical path by exactly one
unit and 2) by selecting the cheapest combination of critical activities, may not necessarily lead to the
optimal solution. At the end of the paper two modified assumptions are proposed.

Key words: CPM-COST, critical path method, time-cost analysis, optimization model, crash time, desir-
able time, linear and non-linear relationship between time and cost, project duration



