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MODELE WYCENY OPCJI RZECZOWYCH
— MODELE BLACKA-SCHOLESA

W artykule oméwiono modele wyceny opcji finansowych i opcji rzeczowych. Zwrdcono uwage
na analogie i réznice w tych opcjach. Miara zmiennosci ceny akcji w modelu Blacka—Scholesa jest
odchylenie standardowe stopy zwrotu z akcji, mierzone w skali jednego roku. Model Blacka—Schole-
sa zaklada, ze zmienno$¢ jest stala w czasie. W artykule zwrdcono uwagg, ze zmiennos¢ cen akcji
spotek notowanych na WGPW znacznie zmienia si¢ w czasie, dlatego wyceniajac opcje rzeczowe
W procesie wyceny wartosci spotki, nalezy bra¢ pod uwage dane z krétkich okresow czasowych, np.
ceny zamknigcia dla danych dziennych z ostatnich 90-180 dni, aby zachowa¢ zalozenia modelu.
Przedstawiono rowniez modele oparte na modelu Blacka—Scholesa, odchodzace od pewnych zatozen
przyjmowanych w tym modelu — uogolnienia modelu Blacka—Scholesa.

Stowa kluczowe: opcje rzeczowe, model dwumianowy, wartos¢ spotki

1. Wstep

Zmienno$¢ (ryzyko) warunkow towarzyszacych dziatalnos$ci gospodarczej stwa-
rza konieczno$¢ reakcji na zmiany otoczenia. Dotychczas stosowane metody wyce-
ny firmy sa w tym zakresie niewystarczajace, poniewaz nie przypisuja zadnej war-
tosci aktywnemu zarzadzaniu przedsigbiorstwem w zmieniajacych si¢ warunkach.
Metody majatkowe sa podstawa wyceny wytacznie aktualnej substancji materialnej
przedsigbiorstwa, metody dochodowe — ustalonego na wicle lat do przodu sztywne-
go scenariusza dochodéw, réwniez metody mieszane, bgdace kompilacja metod
majatkowych i dochodowych, nie przypisuja zadanej warto$ci mozliwosci reakcji
przedsigbiorstwa na zmiany otoczenia. Tymczasem przedsigbiorstwo moze aktyw-
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nie wpltywa¢ na swoja sytuacj¢. Moze dopasowywaé si¢ do zmian w otoczeniu
przez zmiang skali dziatalnosci, odroczenie czy zaniechanie pewnych inwestycji.
Wiele decyzji inwestycyjnych tworzy pewne specyficzne mozliwosci (opcje), na
przyktad wejscia na nowe rynki, rozszerzenia dziatalno$ci czy jej ograniczania
wowczas, gdy okaze si¢ ona nieoplacalna. Trudno sporzadzi¢ precyzyjne prognozy
dochodéw generowanych przez takie przedsiewzigcia, poniewaz czesto maja cha-
rakter warunkowy, uzalezniony od niedajacych si¢ obecnie przewidzie¢ okoliczno-
$ci. Przyktadem sa inwestycje w prace badawczo-rozwojowe, budowe marki, roz-
woj sieci dystrybucji, ktére moga by¢ pierwszym ogniwem w lancuchu kolejnych
inwestycji. Podejmujac takie inwestycje, przedsigbiorstwo uzyskuje jednocze$nie
mozliwos¢ dalszego rozwoju.

Wyceng przedsigbiorstw w warunkach niepewnosci, ktora uwzglednia zdolnos¢
przedsigbiorstwa do reakcji na zmieniajace si¢ warunki dzialalnosci, okresla sig ter-
minem Real Option Valuation. W polskiej literaturze przedmiotu funkcjonuje ttuma-
czenie terminu real option jako opcje rzeczowe oraz jako opcje rzeczywiste (ten ter-
min dominuje zaréwno wsrdd autordw polskich, jak i ttumaczy), sporadycznie jako
opcje realne.

Opcjami rzeczowymi nazywa si¢ korzysci strategiczne, wartosci niematerialne, czy
mozliwosci inwestycyjne, ktore daja posiadaczowi opcji prawo do wszystkich przepty-
woOw pienigznych generowanych przez aktywa w catym okresie zycia, w zamian za po-
niesienie okreslonych nakladéw inwestycyjnych. Na przyktad posiadanie patentu, ktore
jest opcja rzeczowa, daje wlascicielowi prawo, ale nie obowiazek, wykorzystania opa-
tentowanej technologii w produkcji. Z posiadaniem patentu nie s zwiazane zadne prze-
pltywy pienigzne, ale trudno zaprzeczy¢, ze patent ma okreslona wartos¢.

Wisréd najczesceiej spotykanych rodzajow opcji rzeczowych M. Amaram i N. Ku-
latilaka [1] wymieniaja: opcje rozwoju (wzrostu), wyjscia, dopasowania czasowego,
etapowania, elastycznosci operacyjnej.

2. Modele

W literaturze przedmiotu opcje rzeczowe, podobnie jak opcje na papierach warto-
sciowych, dotycza dobrowolnych decyzji lub praw, bez zadnego obowiazku, aby naby¢
lub wymieni¢ aktywa po okreslonej alternatywnej cenie.

e Warto$¢ aktywow podstawowych w modelu opcji rzeczowych to oczekiwana
warto$¢ obecna przyszlych przeptywdw pieni¢znych. Zmiany wartosci aktywow pod-
stawowych w czasie sa opisywane przez odpowiednio dobrany proces stochastyczny.

e Cena wykonania oznacza warto$¢ obecna wszystkich poniesionych w przyszto-
sci kosztow. Jesli warto§¢ obecna przysztych kosztow wzrasta, to wartos¢ opcji obni-
za si¢. Koszt jest jednym z obszarow, gdzie istnieje zasadnicza roznica migdzy
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opcjami rzeczowymi i finansowymi. W opcjach finansowych cena wykonania jest
okreslona w kontrakcie. W przypadku opcji rzeczowych natomiast przyszty koszt jest
czesto nieznany przed podjgciem inwestycji.

Opcje finansowe Zmienna Opcje rzeczowe

Cena akcji |I> Warto$é projektu

Cena wykonania II> Naklady inwestycyjne
Czas do wyga$nigcia II> Czas odraczania decyzji
Stopa wolna od ryzyka |I> :’:’eartoéc' pieniadza w cza-
Zmienno$¢ cen akeji II> Ryzyko projektu

Rys. 1. Analogie migdzy opcjami na aktywach finansowych i rzeczowych
na przyktadzie opcji odroczenia
Zrbdto: na podstawie [4].

e Czas do wygasnigcia to w zaleznos$ci od rodzaju opcji — czas waznosci patentu,
mozliwosci odraczania decyzji o rozpoczeciu inwestycji, okres przewagi konkuren-
cyjnej itp. W przeciwienstwie do opcji finansowych czas do wygasniecia dla opcji
rzeczowych nie zawsze jest staty.

e Jako stope procentowa wolna od ryzyka przyjmuje si¢ stopg zwrotu z pozbawio-
nych ryzyka papierow wartosciowych, ktéra mozna bytoby uzyska¢ w czasie do wy-
gasnigcia opcji. W wycenie opcji finansowych przyjmuje si¢ zazwyczaj, ze wolna od
ryzyka stopa procentowa jest stala w czasie (tak jest np. w modelu Blacka—Scholesa,
modelu Coxa'). Ze wzgledu na zmiennoéé w czasie stop procentowych wihasciwsze
wydaje si¢ traktowanie stopy wolnej od ryzyka jako procesu stochastycznego (rys. 2).

e W odniesieniu do opcji rzeczowych zmienno$¢ jest miara niepewnosci co do
wartosci przysztych przeplywoéw pienigznych.

o Skutkiem wyptaty dywidendy na rynku kapitatlowym jest spadek ceny akcji
w dniu ustalenia prawa do dywidendy. Wptywa to na wzrost warto$ci opcji sprzedazy
1 obnizenie warto$ci opcji kupna. W analizie opcji rzeczowych stopa dywidendy re-
prezentuje utracone podczas zycia opcji przeptywy pienigzne z projektu.

"'Cox J. C., Ross S. A., Rubinstein M., Option Pricing: A Simplified Approach, Journal of Financial
Economocs, September, 1979.



88 Z. WILIMOWSKA, M. LUKANIUK

20,00%

15,00% +——————HHHH
10,00% t-HHHHHHH I
soo% AHHHHHHHIHHHHHHHHH

0,00% T

¥ It
4? @,&dbs‘a\\y@@ﬂ@ a;:-'*&@

Rys. 2. Rentowno$¢ polskich dwuletnich obligacji panstwowych
o terminach wykupu w latach 2001-2005

Model Blacka—Scholesa okresla warto§¢ europejskich opcji kupna wystawionych
na akcje, ktore nie przynoszq dywidendy. F. Black i M. Scholes jako pierwsi zauwa-
zyli (1973)°, ze z akcji i opcji mozna skonstruowaé portfel wolny od ryzyka (portfel
arbitrazowy’). Poniewaz arbitraz gwarantuje, Ze rentowno$é portfela pozbawionego
ryzyka musi by¢ rowna bezpiecznej stopie zwrotu, zatem w potaczeniu z odpowied-
nimi warunkami brzegowymi pozwolito to F. Blackowi i M. Scholesowi wyprowadzi¢
analityczny model wyceny europejskich opcji kupna jako funkcje ceny akcji (), ceny
wykonania (X), czasu (7) do wygasnigcia opcji, wolnej od ryzyka stopy procentowe;j
(ry) oraz wariancji ceny akcji () [2, 3].

Przy zatozeniach:

e stopa wolna od ryzyka jest stala w okresie do wygasnigcia opcji,

e stopy zwrotu z akcji w nieskonczenie matych odcinkach czasu maja rozklad
normalny, rozktad cen akcji jest logarytmiczno-normalny,

e akcja nie przynosi dywidendy,

e istnieje mozliwos$¢ krotkiej sprzedazy,

e przebieg cen akcji da si¢ modelowac ciaglym procesem stochastycznym Ito,
wartos$¢ europejskiej opcji kupna w modelu Blacka—Scholesa wynosi [2, 10]:

2 2
ln£+ rf+o-— T ln£+ rf—o-— T
X 2 T X 2
C=SN —Xe 7" N,

oT oT ’

2 Black F., Scholes M., The Pricing of Options and Corporate Liabilities, Journal of Political Econ-
omy, May—June, 1973.

3 W portfelu arbitrazowym zaklada sig, ze zalezno$¢ miedzy stopami zwrotu z poszczegdlnych skia-
dowych portfela a czynnikami ryzyka jest liniowa. (E. Bright, Teoria inwestowania, Warszawa 1996,
Z. Wilimowska, M. Wilimowski, Sztuka zarzqdzania finansami, cz. 1, Bydgoszcz 2002).
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gdzie:
S — cena akcji,
X  —cena wykonania,
ry  —stopa wolna od ryzyka,
o  —odchylenie standardowe stopy zwrotu akcji w skali roku,
T  —dlugos¢ okresu do terminu wygasnigcia wyrazona w skali roku,

N{.} —dystrybuanta zmiennej losowej o standardowym rozktadzie normalnym
okresla, jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania odchylenia nizszego
od d.

Graficzna ilustracjg warto$ci opcji call przedstawia rysunek 3.
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Rys. 3. Warto$¢ opcji kupna w modelu Blacka—Scholesa
(krzywa opcji kupna zbiega si¢ asymptotycznie z C = max[0,S — Xe " )
Zrédto: opracowanie na podstawie [2].

Wykorzystujac parytet kupna—sprzedazy, otrzymamy warto$¢ europejskiej opcji
sprzedazy na akcje nie przynoszqce dywidendy

2 2
lnS+(rf —GJT lnS+[rf +O-JT
-1, T X ’ 2 X ’ 2
P=Xe 1-N -S|1-N

o T oT

2.1. Zmiany wartosci aktywow podstawowych

W modelu Blacka—Scholesa zaktada sig, ze ceny akcji podlegaja btadzeniu przy-
padkowemu. Oznacza to, ze w krotkim okresie rozktad zmian cen akcji ma charakter
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rozktadu normalnego. Z tego wynika, ze dla dowolnego momentu w przysztosci ceny
akcji maja rozklad logarytmiczno-normalny (zmienna w rozkladzie log-normalnym
przybiera jedynie warto$ci dodatnie), mozna je modelowac procesem stochastycznym
Ito. Wariancja aktywow podstawowych wzrasta linowo wraz z czasem.

Wartos¢ aktywow podstawowych (akcji, projektu) S podlega btadzeniu przypad-
kowemu — zmienia si¢ zgodnie z geometrycznym ruchem Browna:

dS = aSdt + oSdz ,

gdzie:

a — parametr oczekiwanej stopy zwrotu z akcji (dryf),

o — miara zmiennos$ci procesu (np. odchylenie standardowe),

dz = edt - przyrost Wienera,

g —proces o standardowym rozktadzie normalnym.

Zmiany warto$ci aktywow podstawowych, np. zmiany cen akcji, zmiany cen su-
rowcow, zmiany kosztu inwestycji przebiegajace zgodnie z geometrycznym ruchem
Browna ilustruje rysunek 4.
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Rys. 4. Wartos$¢ aktywoéw modelowana geometrycznym ruchem Browna

W przypadku opcji rzeczowych oczekiwana stopa zwrotu z projektu u jest stopa
uwzgledniajaca ryzyko projektu. Odpowiada stopie zwrotu w modelu CAPM [6].
Przez analogig do stopy zwrotu z akcji oczekiwana stopa zwrotu z projektu

H=a+0

Zyski kapitatowe Stopa dywidendy
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Stopa dywidendy w przypadku opcji rzeczowych moze by¢ interpretowana np. ja-
ko utrata dochodu zwiazana z odtozeniem uruchomienia projektu, np. przez wejscie
na rynek konkurencji w czasie, gdy czeka si¢ na sprzyjajace warunki uruchomienia
projektu, ktéra odbiera przedsigbiorstwu cz¢$§¢ dochodow z projektu (utrata dochodu,
ktorego wyrzeka sig firma w zamian za mozliwo$¢ niewykonywania opcji).

Na rysunku 5 przedstawiono przykladowe trajektorie zmian wartosci aktywow
podstawowych opisywane geometrycznym ruchem Browna.

—
|

Wartos¢ aktywow
~ T

CZas

Rys. 5. Zmiany wartos$ci aktywow przebiegajace zgodnie z geometrycznym ruchem Browna

Model Browna jest powszechnie stosowany rdéwniez w wycenie opcji rzeczowych.

Miara zmienno$ci ceny akcji w modelu Blacka—Scholesa jest odchylenie standardo-
we stopy zwrotu z akcji w skali jednego roku. W modelu Blacka—Scholesa zaktada sig,
ze zmiennos$¢ mierzona odchyleniem standardowym jest stala w czasie. W rzeczywisto-
$ci jednak tak nie jest. Na rysunku 6 przedstawiono zmiany odchylenia standardowego
(rocznej zmienno$ci) cen akcji spdtek branzy chemicznej notowanych na WGPW.
Z analizy tych zmian wynika, Ze roczna zmienno$¢ cen akcji mierzona odchyleniem
standardowym stopy zwrotu zmienia si¢ w czasie, np. dla spotki Boryszew w 1998 roku
wynosita 65%, w 1999 roku 50%, w 2000 roku 85%, w 2001 roku 50%, a w 2002 juz
tylko 32%. Dlatego zaleca sig, aby wyceniajac opcje bra¢ pod uwagg dane z krotkich
okresow, np. ceny zamknigcia dla danych dziennych z ostatnich 90-180 dni [3].
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Rys. 6. Zmiany rocznej zmiennosci cen akcji spotek branzy chemicznej
w latach 1998-2002 na rynku polskim
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Waznym problemem w oszacowaniu zmienno$ci jest rowniez dobor miary czasu
— czy mierzy¢ czas w dniach sesyjnych, czy kalendarzowych. Jak zauwaza Hull, jed-
nym z czynnikow wywotujacych zmiennos$¢ jest obrét gieldowy, a nie wylacznie na-
ptywajace informacje.

3. Uogolnienia modelu Blacka—Scholesa

W modelu wyceny opcji Blacka—Scholesa zaktada sig, ze opcje zostaty wystawio-
ne na akcje, ktore nie przynosza dywidendy. Wyptata dywidendy wptywa na wartos¢
rynkowa akcji. W dniu ustalenia prawa do dywidendy cena akcji obniza si¢ o wiel-
kos¢ dywidendy przypadajacej na akcje. W efekcie zmniejsza sig warto$¢ opcji kupna,
a zwigksza opcji sprzedazy. W konteksécie wyceny opcji dywidenda oznacza redukcje
ceny akcji w dniu ustalenia prawa do dywidendy. Jezeli na przyktad oczekiwana
warto$¢ dywidendy wynosi 1 dolar na akcje, a w dniu ustalenia prawa do dywidendy
cena akcji spada o 80%, to dla wyceny opcji nalezy przyja¢, ze dywidenda wynosi 0,8
dolara [3]. Stosujac model Blacka—Scholesa, nalezy od ceny waloru odja¢ wartosc¢
biezaca oczekiwanych dywidend, zdyskontowana stopa wolna od ryzyka r, ktore beda
wyptacone przed wygasnigciem opcji.

Jezeli dywidenda bytaby wyptacana w sposob ciagly, to wyceniajac opcje na ak-
cje spotki wyptacajacej dywidendg o znanej wielkosci i stopie rownej o, nalezatoby
zmniejszy¢ aktualna cene akcji S do wartosci Se ™, a nastepnie wyceniaé warto$é
opcji w taki sam sposob jak w przypadku opcji na akcje nie przynoszace dywidendy
(tabela 1). Jezeli w okresie do wykupu opcji stopa dywidendy nie begdzie stata, to
formuty mozna wykorzysta¢ pod warunkiem zatozenia jako o np. $redniej wartosci
stopy dywidendy wyrazonej w stosunku rocznym, aby speilni¢ warunek statosci
stopy dywidendy. W praktyce dywidendy nigdy nie sa wyptacane w sposob ciagly.
Ale na przyktad opcje na indeksy akcji, w ktorych stopa dywidendy sktada sig ze
stop dywidend z akcji wchodzacych w sktad danego indeksu, mozna traktowac jak
aktywa przynoszace dywidende w sposob ciagly. Podobnie opcje na waluty obce,
w ktorych stopa dywidendy jest wolna od ryzyka stopa procentowa dla okreslonej
waluty

W wycenie opcji rzeczowych odpowiednikiem dywidendy jest czynnik, ktéry ob-
niza warto$¢ projektu — w zaleznosci od rodzaju opcji moze to by¢ np. koszt traco-
nych potencjalnych korzysci, ktory wynika z odraczania momentu rozpoczgcia pro-
dukcji, dochody tracone na skutek dziatania konkurencji W wigkszosci modeli
wyceny opcji rzeczowych odpowiednik dywidendy traktuje si¢ analogicznie jak dy-
widendg wyplacana w sposob ciagly w wycenie opcji finansowych.
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Model wyceny europejskiej opcji kupna Black i Scholes opublikowali w 1973 ro-
ku, przyjmujac szereg zatozen, ktére w ciagu nastepnych 10 lat przez innych badaczy
zostaty ostabione. Modele oparte na modelu Blacka—Scholesa odchodzace od zatozen
przyjmowanych w tym modelu, przedstawiono w zataczonej tabeli. Modele te sa
omawiane w innych publikacjach. Tabele opracowano na podstawie zrédet wtdrnych.

Whioski

Uwzglednienie opcji rzeczowych w procesie wyceny wartosci przedsigbiorstwa
umozliwia wyceng zdolnosci przedsigbiorstwa do przystosowania si¢ do zmieniaja-
cych si¢ warunkoéw. Pozwala wycenia¢ projekty, ktére w momencie wyceny nie sa
realizowane, ale moga by¢ w sprzyjajacych warunkach. Do wyceny opcji rzeczowych
stosuje si¢ metody wyceny finansowych opcji kupna. W warunkach niestabilnej go-
spodarki, gdy stopy zwrotu i zmienno$¢ cen aktywow nie sa zbyt stabilne w czasie,
nalezy wyjatkowo ostroznie dokonywaé¢ oszacowan opcji rzeczowych.

Przedstawiony model Blacka—Scholesa i uogoélnienia tego modelu okreslaja war-
tos¢ opcji europejskiej. Opcje rzeczowe to przede wszystkim dtugoterminowe opcje
amerykanskie, ktore moga by¢ wykonane w dowolnym terminie do czasu ich wyga-
snigcia. Model Blacka—Scholesa wykazuje sktonno$¢ do zawyzania wartos$ci opcji out
of the Money i zanizania in the Money. Opracowane przez innych badaczy modele
(uogolnione modele) pozwalaja dokona¢ wyceny opcji rzeczowych przy stabszych
zatozeniach niz w modelu Blacka—Scholesa.
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Real option valuation methods — Black—Scholes models

Real option valuation methods used in firm valuation process allow taking into consideration firm’s
flexibility and its adaptability to environmental changes.

The risk is taken into consideration at an expected rate of return in real option — an expected return
rate is related to CAPM model. Similarly to return rate of stocks, an expected rate of return 4= o+ Jin
real option valuation process. Dividend rate in real option valuation could be interpreted as the cost of
delay in project starting (an income that is refused in exchange of the possibility of rejecting a given
option). The Black—Scholes model describes the pricing of European call option for share without divi-
dend payment.

A standard deviation of yearly return rate of stocks is a risk measure in Black—Scholes model. It is as-
sumed that the variability of stocks is constant during the year. Actually, the variability is changing with
time. So, in the paper, it is shown that the variability of stocks at WSE is changing with time and for this
reason a short term variability should be taken into account in real option valuation process, i.e., the last
90-180 days. Other models based on the Black—Scholes one that refuse its basic assumptions are also
presented.

Keywords: real options, Black—Scholes models, value of the firm
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