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ROZKLAD 4 PRIORI' W CZYNNIKU BAYESOWSKIM
A WYBOR MODELU KLAS UKRYTYCH

Na etapie wyboru liczby segmentéw w analizie klas ukrytych kryteria informacyjne sa czgsto
stosowane. Szczegdlne miejsce zajmuje tutaj kryterium bayesowskie BIC, ktore mozna wyprowadzi¢
— dokonujac pewnych uproszczen — z koncepcji czynnika bayesowskiego. W czynniku tym pojawia
si¢ rozktad a priori parametréw, ktérego nie ma w BIC. Z tego wzglgdu w pracy podjgto probg zna-
lezienia takiego rozktadu a priori, aby skuteczno$¢ tak powstalego kryterium byta wigksza niz sku-
tecznos¢ BIC.

Stowa kluczowe: analiza klas ukrytych, czynnik bayesowski, rozktad a priori, kryterium informacji BIC,
wybor modelu

1. Wprowadzenie

Wyboru migdzy kilkoma modelami konkurencyjnymi mozna dokona¢, poshugujac
si¢ metodami wnioskowania statystycznego. Przykladem sa dos$¢ czgsto stosowane
testy, oparte na ilorazie funkcji wiarygodnosci. Jesli spelnione sa warunki regularno-
$ci, to rozklad chi-kwadrat jest rozkladem granicznym statystyki testowej. Gdy te wa-
runki nie sa spelnione — a tak jest w wypadku analizy klas ukrytych — rozktad jest
nieznany, co utrudnia weryfikacj¢ hipotez. Utrudnia, lecz nie uniemozliwia, gdyz
mozna, wykorzystujac podejscie bootstrapowe, aproksymowac rozklad nieznanej sta-
tystyki [4].

Biorac pod uwage czasochlonno$c¢ tych obliczen, rezygnuje si¢ z takiego podejscia
1 stosuje si¢ kryteria informacyjne. Jednak i tutaj pojawia si¢ problem, gdyz istnieje
wiele kryteridow, o odmiennej podstawie koncepcyjnej, ktorych ocena rozwazanych
modeli moze by¢ odmienna. Z tego tez wzgledu prowadzi si¢ badania symulacyjne,
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zmierzajace do rozstrzygnigcia, ktore kryteria i dla jakich modeli sa najbardziej wia-
rygodne. W pracy [2] przeprowadzono takie badania dla binarnego modelu klas
ukrytych. Okazato si¢ m.in., ze kryterium Akaike’a AIC czgéciej wskazywalo model
wlasciwy (wzorcowy) niz kryterium bayesowskie BIC. Poniewaz BIC jest przyblize-
niem, przypadkiem szczegdlnym czynnika bayesowskiego, pojawia si¢ wigc pytanie,
czy mozliwe jest poprawienie wynikow dla kryterium BIC poprzez dodatko-
we/odpowiednie uwzglednienie rozktadu a priori parametrow?

W kontekscie tak postawionego pytania celem opracowania jest dobor takiego
rozktadu a priori parametréw binarnego modelu klas ukrytych w czynniku bayesow-
skim, aby dla rozwazanych w pracy [2] modeli zwigkszy¢ liczbg poprawnych wskazan
w stosunku do kryterium BIC.

2. Czynnik bayesowski a BIC

Dokonujac wyboru migdzy dwoma konkurencyjnymi modelami M, i M; — przy
zatozeniu, ze preferencje odno$nie do wskazania ktorego$ z nich sg identyczne — moz-
na postuzy¢ si¢ czynnikiem bayesowskim (bayes factor):

o SOYIM,y)
FOYMy)

Jesli BF > 1, to model M, zostaje wybrany. Kluczowa kwestia w obliczeniu tego
czynnika jest znalezienie rozkladu a posteriori dla kazdego modelu. Rozktad ten defi-
niuje si¢ nastgpujaco:

FYIM) =] £(Y]©,M)p(®©|M)d®. (1)

Parametry modelu M reprezentowane sa przez wektor ® = (O, ..., 0,); p(B|M) jest
rozktadem a priori i odzwierciedla on wiedzg badacza o nieznanych parametrach mo-
delu, zanim proba zostanie pobrana.

Ze wzgledu na trudno$ci w obliczeniu catki we wzorze (1), dokonuje si¢ aproksy-
macji. W tym celu rozktad a posteriori przedstawia si¢ w postaci (por. [7], [5]):

FOY|M) = [ exp[h(©)1dO, 2)

gdzie h(®) = log AY, ®O|M). Rozwijajac h(®) w szereg Taylora z reszta Peana

~

w punkcie @ otrzymujemy:

h(®) =h(©)+(©—-0) 1'(0)-0.50-0)" HB®)O®-0)+0(|0-0)]),
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gdzie macierz hessianu H ((7)) = —h”(@) . Poniewaz © jest wartoscia, w ktorej funkcja
przyjmuje maksimum (moda a posteriori), wzor (2) mozna wigc zapisa¢ w postaci:

F(Y|M)= j exp[h(©)]dO ~ exp[h((?))]j exp[0.5(0 -0) H©)(©-0)1dO. (3)

Przez podobienstwo funkcji podcatkowej (3) do wielowymiarowego rozkladu
normalnego mozna ja zapisa¢ w postaci:

FY| M)~ f(Y|O,M)p(@|M)2r) > | H®)["*. (4)

Jest to tzw. aproksymacja Laplace’a, ktorej btad jest rzedu O(n")(por. [7], [6]).

Znalezienie wartosci © bywa klopotliwe, dlatego pewnym rozwiazaniem jest za-
stapienie ich estymatorami najwigkszej wiarygodnosci (MLE) 0. Okazuje si¢, ze btad
tej aproksymacji jest tego samego rzgdu co (4), jednak nalezy pamigtac, ze jest ona
mniej doktadna zwlaszcza wtedy, gdy wzrasta wptyw rozktadu a priori w stosunku do
funkcji wiarygodnos$ci [3]. Biorac pod uwage MLE, rzad btedu, dokonujac jednocze-
$nie monotonicznego przeksztatcenia (4) otrzymujemy:

—2log f(Y|M)=-2log f(Y|©,M)—2log p(® | M)—rlog2x
+log| H(®)|-0(n™).

Jesli obserwacje sa niezalezne i pochodza z tego samego rozktadu, proba jest duza,
H(®)~nl,, gdzie I, jest macierza informacji Fishera wyznaczona dla jednej obser-
wacji, to powyzsze rOwnanie mozna zapisa¢ w postaci:

—2log f(Y|M)==2log f(Y|©,M)-2log p(® | M) - rlog2x

+rlogn+log|I, |-O(n™"'?)

b

lub wykorzystujac definicjg kryterium bayesowskiego BIC:
—2log (Y |M)=BIC-2log p(® | M)—rlog2x +log|I, |-O(n""'?). (5)

Z rownania (5) mozna wnioskowa¢, ze zastapienie czynnika bayesowskiego, a do-
ktadnie rozktadu a posteriori przez BIC, zwigksza blad aproksymacji do rzedu pierw-
szego, czyli O(1). Oznacza to, ze przy n — o oszacowanie zbiega do prawdziwej
warto$ci —2log f (Y|M) powigkszonej o pewna stata. Okazuje si¢ jednak (por. [6]), Ze
jesli za rozktad a priori przyja¢ wielowymiarowy rozklad normalny o wartosciach
$rednich © oraz macierzy kowariancji I;, to rbwnanie (5) redukuje si¢ wtedy do BIC,
a blad aproksymacji do O(n"?)

W kontekscie ostatniej uwagi nasuwa si¢ pytanie, czy mozemy zaproponowac ja-
ki$ inny rozktad a priori parametrow, ktorego uwzglednienie moze poprawi¢ skutecz-
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no$¢ kryterium BIC. Chodzi wigc o to, aby znalez¢ taki rozktad a priori, dla ktorego
kryterium zdefiniowane nast¢pujaco:

BICP = BIC-2log p(® | M) (6)

bedzie odznaczato sig¢ wigksza skutecznoscia we wskazywaniu najlepszych modeli niz
kryterium BIC.

3. Rozklad a priori w czynniku bayesowskim

W analizie klas ukrytych, w ktorej wystepuja zmienne binarne, nalezy oszacowac
prawdopodobienstwa tego, ze zmienna o indeksie j (j = 1, ..., J) przyjmie wartos¢ 1
pod warunkiem, ze nalezy do klasy s (s = 1, ..., S) oraz prawdopodobienstwa przyna-
leznosci do tejze klasy. Niech te prawdopodobienstwa wynosza odpowiednio 6 oraz
7. Za rozktad a priori parametrow, przy zatozeniu ich niezalezno$ci, mozna przyjaé
rozktad Dirichleta (por. [1]):

p(0|a)= HHB( )9;1 -0,

s=1 j=1
T(a +...+a5) a,-1
p(mfa)=
I(a)-....-T(ag) " H
Na nieznane parametry a = (a4, ..., as) nalozono ograniczenie, tzn. przyjeto, ze be-

da one rowne w kazdej klasie w obrebie rozwazanego modelu. Dodatkowo, a to juz
wynika ze specyfiki rozktadu, kazdy parametr jest wigkszy od zera. Uwzgledniajac to,
logarytm rozktadu tacznego dla modelu o S klasach mozna zapisa¢ nastgpujaco:

log ps(®]ag) =log ps(0,7|ay) = 45(as) +(ag — DD (0, ay), (7

gdzie:

-8 S J S
Ay(a) =logi—@Gas) g (@ 4 )= > log 8, (1-0,)+> 7, .
B(aS>aS) s=1 j=1 s=1

4. Opis eksperymentu

W pracy [2] przeprowadzono eksperyment skutecznos$ci kryteriow informacyj-
nych, w tym kryterium BIC. Plan eksperymentu zaktadat, ze znany jest model — na-



Rozktad a priori w czynniku bayesowskim... 91

zwano go modelem wzorcowym. W konsekwencji obliczone kryteria dla tego modelu
powinny by¢ mniejsze niz dla modeli konkurencyjnych. Im czg¢$ciej taka sytuacja
wystgpowata, tym bardziej wiarygodne byto kryterium informacyjne.

Model wzorcowy otrzymywano w ten sposob, ze generowano parametry modelu klas
ukrytych (prawdopodobienstwa warunkowe), uwzgledniajac takie sktadowe ekspery-
mentu jak: wielko§¢ proby, liczbe zmiennych, podobienstwo klas, liczba klas ukrytych
oraz ich wielko$¢. R6zne kombinacje pozioméw powyzszych sktadowych pozwolity na
otrzymanie 20, 24 i 36 modeli wzorcowych odpowiednio o 1, 2 i 3 klasach ukrytych'. To
z kolei dato podstawe do wygenerowania obserwacji i oszacowania parametrow modelu
wzorcowego o liczbie klas w (w = 1, 2, 3) oraz modelu o jedna klas¢ wiecej —
w + 11 jedna klasg mniej — w — 1. Oczywiscie, jesli w = 1, to oszacowano tylko model
z dwiema klasami. Procedurg generowania prawdopodobienstw powtorzono 50 razy dla
kazdego modelu, szacujac jednoczesnie parametry 11 tys. modeli. Zgromadzony mate-
riat statystyczny, w oparciu o (6) i (7), pozwolit obliczy¢ interesujace kryterium infor-
macyjne w funkcji nieznanego parametru a; dla klasy s:

BICP, =BIC, —2log p,(®|a,), (8)

gdzie (¢} jest estymatorem najwigkszej wiarygodnosci parametréw modelu.

Jesli w jest modelem wzorcowym, to obliczona dla niego warto$¢ kryterium BICP
powinna by¢ mniejsza od wartosci tego kryterium obliczonego dla modeli konkuren-
cyjnych, co odpowiada nastgpujacemu warunkowi:

v  BICP,,, >BICP,, w=1,2,3. 9)
e{-1L1} Aw>1
! ﬁub l::}wzl

Z kolei uwzgledniajac (8) i (9), poszukuje si¢ takich wartosci ay, a», a3, a4, aby po-

nizsza nierdéwnos¢
log L@l @u) Lpiep
te{-1,1}Aw>1 pw(® | aw) 2 >

lub r=w=1

gdzie BIC =BIC,,, -BIC, (10)

w+l,w

zachodzita jak najczesciej. Poszukiwania prowadzone sa przy nast¢pujacych warun-
kach:

a) warto$ci parametrow naleza do przedziatu (0, 2] i wyliczane sa z doktadno$cia
do czesci setnych;

b) parametry ay, a,, as, a, tworza ciag monotoniczny;

' W przywolanej pracy modelu wzorcowego z jedna klasa ukryta nie rozwazano. Tutaj jest to ko-
nieczne, gdyz poszukuje si¢ warto§ci parametréw rozktadu a priori. Jesliby z tego zrezygnowac, to mo-
globy si¢ okazal, ze poszukiwane parametry przyjma warto$¢ gwarantujaca wybor modelu z dwiema
klasami niezaleznie od tego, czy model z jedna klasa bylby bardziej odpowiedni.
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¢) uwzglednia sig tylko taki zbidr wartosci parametrow, dla ktorych efektywnosé
kryterium BICP,, jest nie mniejsza niz dla BIC,,

Biorac pod uwage skomplikowang naturge warunku (10), wykorzystano metodg prze-
szukiwania sieciowego (grid search) przestrzeni parametrow. Zatozono wigc, zgodnie
z punktem a), ze ¢; ={0.01, 0.02, ..., 2} dla kazdego i = 1, 2, 3, 4. Przestrzen parametréw
zdefiniowano jako iloczyn kartezjanski: a; x as, a1 X a; X a3, 1 a; X ap x a4 odpowiednio
dla modelu wzorcowego z 1, 2 i 3 klasami ukrytymi. Dla kazdej zdefiniowanej kombi-
nacji parametrow zliczano, ile razy nierownos¢ (10) zachodzi. Maksymalne wartosci,
wiazace si¢ ze stuprocentowa skutecznoscia kryterium BICP, sa rowne liczbie modeli
wzorcowych przemnozonej przez liczbe powtorzen, a wigc: 1000, 1200 1 1800.

W tym miejscu nalezy wspomnie¢, ze przyjecie jako maksymalnej wartosci para-
metru liczby 2 nie jest w istocie waznym ograniczeniem. Wstgpne badania symulacyj-
ne pokazaty, ze zwigkszenie zakresu zasadniczo nie wptywa na wyniki. Ta sama uwa-
ga dotyczy rzedu doktadnosci parametrow. Wazne natomiast jest to, ze w tym
przedziale znajduje si¢ warto$¢ 1, czyli wartos¢, dla ktorej rozwazane kryterium redu-
kuje si¢ w przyblizeniu do kryterium BIC.

Natozona monotonicznosci w punkcie b) jest istotna, gdyz bez niej optymalne
warto$ci parametru a4 beda wyznaczane przy warunku, ze model z 4 klasami nie bg-
dzie wybierany. Tym samym prdba rozszerzenia zagadnienia na wigksza liczbe klas
i wlaczenia modelu wzorcowego z 4 klasami pokazataby, Ze otrzymane warto$ci sa
niewlasciwe. Inaczej jest w wypadku pozostatych parametrow. Przyktadowo, z jednej
strony a; dobierany jest tak, aby model z 3 klasami nie zostal wybrany, z drugiej na-
tomiast wrecz odwrotnie.

Nowe kryterium nie powinno by¢ mniej efektywne niz kryterium BIC. Wtedy jest
sens jego wprowadzenia. Dlatego ze zbioru potencjalnych wartosci parametrow wy-
brano te, dla ktorych liczba poprawnych wskazan modeli wzorcowych dla BICP jest
wicksza od BIC.

5. Eksperyment i jego wyniki

Otrzymano pokazny zbioér wartosci parametrow, spetniajacy warunki opisane
w rozdziale trzecim. Aby dokona¢ ich wyboru, nalezy rozstrzygnac, dla ktorych z nich
sumaryczna poprawno$¢ wskazan jest najwigksza. Trzeba jednak pamigtac, ze roézne
kombinacje sktadowych eksperymentu dostarczyty roznej liczby modeli wzorcowych,
dlatego przed zsumowaniem otrzymane wyniki podzielono przez 20, 24 i 36 — odpo-
wiednio dla modelu wzorcowego z 1, 2 i 3 klasami ukrytymi.

Zdecydowano rowniez, ze nie zostang wybrane te warto$ci parametrow, dla kto-
rych osiagni¢to maksymalny wynik, gdyz — jak w kazdym badaniu statystycznym —
powtorzenie eksperymentu nie gwarantuje otrzymania tych samych wartosci parame-
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trow. Majac to na wzgledzie, wybrano wszystkie te a;, a», as, as, dla ktorych suma-
ryczna poprawno$¢ wskazan nie roznita si¢ wigcej niz o 1% od warto$ci najlepszej.
Nastepnie dla takiego zbioru zbudowano model regresji, w ktérym zmienna zalezna
byly parametry, natomiast zmienna niezalezna reprezentowata liczbg klas. W wyniku
doboru odpowiedniego modelu i estymacji jego parametroéw otrzymano

6 =026+172 L 51234 (11)

(0,004)  (0,006) S
gdzie s oznacza liczbe klas rozwazanego modelu, a wartosci bledéw oszacowan poda-
no w nawiasie. Taki model jest bardzo dobrze dopasowany do danych empirycznych,
na co wskazuje wysoka warto$¢ wspotczynnika determinacji, przekraczajaca 0,99.
Wyznaczone na podstawie rownania (11) warto$ci parametrow w rozktadzie a poste-

riori przyczyniaja si¢ do wigkszej skutecznosci kryterium BICP niz BIC. Doktadne
wartosci poprawnych wskazan dla rozwazanych kryteriow zawiera zamieszczona tabela.

Tabela. Sumaryczna liczba poprawnych wskazan

Model Liczba poprawnych wskazan dla modelu wzorcowego
1 klasa 2 klasy 3 klasy

BICP 1000 947 501

BIC 1000 911 317

Zrd6dto: Opracowanie wlhasne.

Wzrost skutecznosci kryterium BICP dla modelu wzorcowego z 2 klasami jest nie-
znaczny (niecate 4%), gdyz BIC do$¢ dobrze radzilo sobie ze wskazywaniem wtasci-
wego modelu. Jednak efektywnos$¢ BIC drastycznie sig¢ obnizyta, gdy model wzorco-
wy posiadat 3 klasy. Totez dodanie do BIC rozktadu a priori spowodowato wzrost
skutecznosci o 58%.
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Prior distributions for Bayes factors and latent class model selection

Estimating the values of parameters in latent class analysis, one needs to know the number of clusters
in advance. It is crucial to determine a criterion which enables confirmation of the superiority of one
number of classes over the others. A statistical approach, which is based on a likelihood ratio test (LRT),
contends with the difficulties of assessing the null distribution of LRT statistics. As a remedy, informa-
tion criteria like the Bayesian information criterion (BIC) can be used. This criterion is an approximation
of a Bayes factor that depends on the prior distribution. Apparently, if one combines BIC and a suitable
prior, the effectiveness of such a criterion increases in comparison to the standard BIC.

In this article we propose such a prior distribution. In order to do this, a simulation study is carried
out and the data collected enable the construction of a nonlinear regression model. The number of classes
and the values of the required parameter are chosen as the predictor and the dependent variable, respec-
tively. Such an approach enables the estimation of the values of the parameters a priori given the number
of clusters. The performance of the new criterion is better than the Bayesian information criterion by up
to 58%.

Keywords: latent class analysis, Bayes factor, prior distribution, BIC information criterion, model
selection



