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MODEL CCR-DP
ZE ZDOMINOWANA FUNKCJA INFLACYJNA NAKELADOW

W standardowej, ukierunkowanej na naktady, metodzie DEA przyjmuje sig, ze krancowa pro-
duktywnos$¢ naktadow jest stata. Zmiany efektywnosci dokonywane sa wtedy przez proporcjonalne
zmiany naktadéw. W artykule rozpatrzono sytuacjg, gdy krancowa produktywno$¢ nakladow jest
malejaca. Stosownie do tego zaproponowano modyfikacj¢ metod DEA, polegajaca na wprowadzaniu
osobnych mnoznikéw skali nakladow i osobnych mnoznikdéw skali rezultatdéw. Rozwazono przypa-
dek tzw. zdominowanej funkcji inflacyjnej naktadoéw, ktora okresla mnozniki naktadow jako funkcje
rosnaca coraz szybciej i ograniczong od dotu przez mnozniki dla rezultatdéw. Podano dwa przyktady
funkcji inflacyjnych i przeprowadzono ich do$¢ szczegdtowa analizg.

Stowa kluczowe: malejqca produktywnosc, mnozniki skali naktadow, nieliniowa DEA, model CCR-DP

1. Wstep

DEA jest bodaj najpopularniejsza metoda ustalania efektywnosci wzglednej
obiektow gospodarczych. Za jej autorow powszechnie uwaza si¢ Charnesa, Coopera,
Rhodese [2]. Od czasu ich publikacji (1978 r.) doczekala si¢ ona bardzo wielu mody-
fikacji, rozwinig¢ oraz ogromnej liczby zastosowan zarowno w sektorze non-profit,
jak i instytucjach biznesowych'. Nalezy wymieni¢ przede wszystkim:

0. CCR — Charnes, Cooper, Rhodes [2],

1. BCC — Banker, Charnes, Cooper [3],

2. CEM (cross-efficiency model) — Sexton, Silkman, Hogan [6],

* Katedra Ekonometrii, Akademia Ekonomiczna, al. Niepodlegtosci 10, 60-967 Poznan, e-mail:
b.guzik@ae.poznan.pl

' Na przyktad opracowana przez Tawares [13] bibliografia metody DEA za lata 1978-2001 zawiera
ponad 3000 artykutow, a bibliografia za lata 1978-2005 opracowana przez Seiforda [7] liczy ok. 2800
artykutow naukowych i dysertacji.
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3. SE-CCR (super-efficiency-CCR) — Andersen, Petersen [1] (niekiedy kodowana
AP),

4. NR-DEA (non-radial DEA) — Thanassoulis, Dyson [10], Zhu [14],

5. CEP (cross-efficiency profiling) — Doyle, Green [4], Tofallis [11],

6. SE-BCC (super-efficiency BCC) — Seiford, Zhu [8],

7. SE-SBM (supper-efficiency-slack-based measure) — Tone [12]%.

W wymienionych podejsciach DEA przyjmuje sig, ze zmiany efektywnosci tech-
nologicznej obiektow dokonywane sa poprzez proporcjonalne zmiany wszystkich (lub
niektorych) naktadow — w przypadku zadania ukierunkowanego na naktady, lub re-
zultatow — w przypadku ukierunkowania na rezultaty. Przyktadowo w klasycznej me-
todzie CCR zorientowanej na naktady, dla ustalenia efektywnosci obiektu o-tego,
rozwiazuje si¢ zadanie decyzyjne, w ktorym minimalizowany jest mnoznik poziomu
nakladoéw 6,, a warunek dla nakladow ma postac’3

J
N %, Ay < O00%,, (1<n<N), 0
Jj=1

gdzie:

x,;— naktad n-tego rodzaju w j-tym obiekcie (n=1, ..., N,j =1, ..., J),

Aj,— wspotczynniki kombinacji technologii czastkowych poszczegolnych obiektow.

Zmiany mnoznika poziomu naktadéw oznaczaja proporcjonalne zmiany naktadow
(prawa strona warunku (1)).

W artykule rozpatruje si¢ czgsciej spotykang okolicznos$¢, gdy zmiany krancowe;
produktywnosci naktadéw sa malejqce. W $lad za tym zaproponowano uwzglednienie
tego faktu poprzez wprowadzenie do modelu CCR tzw. zdominowanych funkc;ji infla-
cyjnych naktadow.

W rozdziale 2 zilustrowano zagadnienie proporcjonalnej oraz malejacej pro-
duktywnosci naktadéw. W rozdziale 3 przedstawiono sformutowanie ,.klasycznego”
dla DEA modelu CCR, gdyz bedzie on podstawa modelu z malejaca produktywno-
$cig naktadow CCR-DP. Dla sformutowania tego modelu niezbgdna byta analiza
sposobu modelowania malejacej produktywnosci nakladéw, co zaprezentowano
w rozdziale 4. Model CCR-DP sformulowano w rozdziale 5, a w rozdziale 6 podano
dwa przyktady zdominowanych inflacyjnych funkcji naktadow. Rozdzial 7 zawiera
przyktad obliczeniowy.

? Lista ta oparta jest gtownie na artykule Sun, Lu [9].
3 Caly model CCR przedstawiono w rozdziale 3.
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2. Ilustracja proporcjonalnej
oraz malejacej produktywnosci nakladow

Stala krancowa produktywnos$¢ nakladow
Rozpatrujemy trzy obiekty, ktore uzyskuja jeden rezultat przy uzyciu jednego na-
ktadu. Technologie obiektow (naktady i rezultaty) scharakteryzowano w tabeli 1.

Tabela 1. Dane o trzech obiektach

Obiekty (0] 02 03
Naktad 5 3 2
Rezultat 10 15 5

Z16dto: Dane umowne.

Przy zatozeniu proporcjonalnych zmian produktywnosci, relacje miedzy naktadem
a rezultatem charakteryzuja liniowe promienie technologiczne R;, R,, R;, podane na
rysunku 1.

A Rezultat ()

Naktad (x)

Rys. 1. Liniowe promienie technologiczne. Jeden naktad, jeden rezultat

Kotka oznaczaja technologie poszczeg6élnych obiektow, czyli ich wektory nakta-
dow-rezultatow. Promien technologiczny danego obiektu jest potprosta wychodzaca
z poczatku uktadu wspéirzednych (co reprezentuje zerowy naklad oraz zerowy rezul-
tat) i przechodzaca przez punkt odpowiadajacy technologii danego obicktu.

Niektore wnioski z rysunku 1 sa nastgpujace:

e Zwigkszanie rezultatu wymaga proporcjonalnego zwigkszania naktadu, co ozna-
cza przesuwanie si¢ ku gorze po promieniu technologicznym.
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e Rezultat obiektu O1 réwny 10 moze by¢ uzyskany dzieki technologii obiektu O3
przy naktadzie rownym 4 (punkt C) lub dzigki technologii obiektu O2 — przy nakla-
dzie wynoszacym 2 (punkt B)*, lub — oczywiscie — dzieki technologii obiektu O1 przy
naktadzie 5.

e Rezultat ten mozna tez uzyska¢ w wyniku kombinacji technologii poszczegdl-
nych obiektow. Oznacza to rozwiazanie rdéwnania liniowego:

54 +34,+24,=10".

Przypadek dwoch naktadow i jednego rezultatu przedstawiono na rysunku 2. Uko-
$ne warstwice (od lewej do prawej) oznaczaja izokwanty jednakowego rezultatu,
a promienie — kombinacje obu naktadow.

A X

R; Re;ultat =2

%xl

Rézultat =1

Rys. 2. Liniowe promienie technologiczne. Dwa naktady, jeden rezultat

Malejaca krancowa produktywno$¢ nakladéow

W poprzednim punkcie pracy zakladano, ze krancowa produktywno$¢ naktadow jest
stata. Tymczasem zaré6wno teoria, jak i praktyka ekonomii pokazuja, ze krancowa pro-
duktywno$¢ czynnikow produkcji (,,naktadow™) jest raczej malejqca: w miar¢ wzrostu
poziomu naktadéw, tym samym co do skali przyrostom naktadu odpowiadaja coraz to
mniejsze przyrosty rezultatdéw lub tym samym co do skali przyrostom rezultatow odpo-
wiadaja coraz to wigksze przyrosty naktadow. Oznacza to, ze promienie technologiczne
raczej nie sa liniowe, lecz sa nieliniowe, rosnqce coraz wolniej. llustruje to rysunek 3.

W tym wypadku punkty przecigcia promieni technologicznych z postulowana linia
efektu (tu y = 10) sa inne niz w przypadku liniowym, co oznacza, ze inne tez beda
naktady niezbedne dla uzyskania zatozonego rezultatu. Przyktadowo, gdyby zastoso-
wano technologie obiektu drugiego, wtedy dla uzyskania rezultatu obiektu pierwszego,

* Punkty te to, oczywicie, rozwiazanie odpowiednich uktadéw réwnan: réwnania promienia tech-
nologicznego i rownania postulowanego rezultatu, y = ¢ (tu: y = 10).
3 Jednym (z nieskonczonej liczby) rozwiazaniem jest, na przyktad, 4, =0, 1, =3, 4;=0,5 .
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y = 10, trzeba by ponies¢ naktad x = 1 (punkt B), a nie x = 2, jak w przypadku statej
krancowej produktywnosci naktadéw — por. rys. 1. Zastosowanie technologii obiektu
trzeciego wymagatoby natomiast naktadu x = 8 (punkt C), a nie x = 4, jak w przypadku
proporcjonalnych zmian naktadow i rezultatow.

A Rezultat ( y)

R,
- Rs

> Naktad (x)

Rys. 3. Nieliniowe promienie technologiczne. Jeden rezultat, jeden naktad
Przypadek dwoch naktadow i jednego rezultatu zilustrowano na rysunku 4.

X2
A Rezultat =2

g Ry
Rezultat|= 1

”Rl

|

Rys. 4. Nieliniowe promienie technologiczne. Dwa naktady, jeden rezultat

3. Model CCR

W artykule dokonuje si¢ modyfikacji klasycznego modelu CCR — Charnes, Co-
oper, Rhodes (1978). Dlatego wygodnie bedzie go opisac.
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Model CCR dla obiektu o-tego (1 <o <J)

Model CCR (jak wigkszo$¢ modeli DEA) formutuje si¢ w odniesieniu do poszcze-
gblnych obiektow.

I Dane:

x,; — naklad n-tego rodzaju w j-tym obiekcie (n =1, ..., N,j =1, ..., J);

v, — rezultat r-tego rodzaju uzyskany w j-tym obiekcie (r =1, ..., R,j =1, ..., J).

1l. Zmienne decyzyjne:

nieujemne liczby 6,; Ao1, As2s --vs Aoy

(Jak juz wspomniano, 6, jest mnoznikiem naktadow, a wspotczynnik A, jest waga
technologii obiektu j-tego).

1I. Funkcja celu:

6, > min. 2)
1V. Warunki ograniczajqce:
J
D XAy < OXuo, (=1, .., N), (3)
j=1
J
Zy'jioj Zyrm (I":l,...,R), (4)
j=1
6,<1. Q)
1V. Warunki znakowe
90; /1015 ﬂvoZa ceey ﬂvoJ- (6)

Niektdore wlasnos$ci modelu CCR
e Wspotczynniki A, sa wagami w liniowej kombinacji technologii poszczeg6lnych

obiektow:
Toziol|:Xl:| +102|:X2:| +--~+10J|:XJ:|9 (7)
yi Y2 Yy
gdzie:
X; = [Xy)u =1, v Oraz y; = [y,], - 1., » to wektor naktadow oraz wektor rezultatow

obiektu j-tego.

e Technologie (7) mozna nazwaé wspdlng technologia zbioru badanych obiektow,
skierowang na osiagnigcie rezultatow uzyskanych przez obiekt o-ty. Wspotczynnik A,
oznacza krotno$¢ technologii obiektu o-tego, zawarta w technologii wspolne;.

e Mnoznik poziomu naktadéw obiektu o-tego, 6,, okresla, jaka krotno$¢ rzeczywi-
stych naktadéw obiektu o-tego wykorzystuje technologia wspdlna w celu uzyskania
rezultatow tego obiektu.
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e Optymalna technologia wspdlna jest takze optymalng technologiq obiektu
o-tego, a optymalna warto$¢ mnoznika 6, oznacza efektywnos¢ obiektu o-tego w sen-
sie Farrella. Przy tym 0 < 6,< 1.

e W optymalnej technologii wspodlnej moze uczestniczy¢ — ale tylko samodzielnie
— obiekt o-ty. Wowczas jego efektywnos$¢ jest 100-procentowa, tzn. 6, = 1, a wspot-
czynniki lambda wynosza: A,, =1 oraz A,, = o dlaj=1,..., J (j # o). Jesli efektyw-
no$¢ obiektu jest mniejsza od 1, to ,,wlasny” wspolczynnik lambda badanego obiektu,
czyli 4,,, w rozwiazaniu optymalnym zadania CCR jest réwny 0, a przynajmniej
jeden wspotczynnik A, (j # o0 ) jest dodatni.

e Warunek (5) w zadaniu CCR jest spelniony automatycznie. Uwzgledniamy go,
gdyz w innych modelach DEA gra on rolg.

e Minimalne naktady technologii wspdlnej sa proporcjonalne do naktadéw obiektu
o-tego ze wspotezynnikiem proporcjonalnosci wszystkich naktadow rownym 6,°.

4. Malejaca produktywnos¢ nakladow

Inflacyjna funkcja nakladow

Spadek krancowej produktywnosci nakladow w miare ich wzrostu moze by¢
uwzgledniony poprzez:

a) coraz mniejsze przyrosty rezultatdbw w miar¢ proporcjonalnych przyrostow na-
ktadow, co mozna okresli¢ mianem deflacyjnej funkcji rezultatow,

b) coraz wigkszy wzrost naktadow w miarg proporcjonalnego przyrostu rezultatu,
co mozna okresli¢ jako inflacyjnq funkcje naktadow.

Obie funkcje zilustrowano na rysunkach 5 i 6.

Rezultat

Naktad
|

Rys. 5. Deflacyjna funkcja dla rezultatow

% Dodajmy, ze istnieja modele DEA ostabiajace ten warunek, np. tzw. non-radial DEA Thanassoulisa,
Dysona [10], w ktorych dopuszcza sig, ze wskazniki efektywnosci € sa rozne dla réznych naktadow.
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A Naktad

»Rezultat

Rys. 6. Inflacyjna funkcja naktadow

Wspélczynniki skali nakladéw oraz dla rezultatéw

Wspotczynniki A,; wystgpujace w modelu CCR w warunkach ograniczajacych dla
naktadéw oraz dla rezultatdéw mozna nazwac wspotczynnikami skali. W CCR wspot-
czynniki skali dla rezultatow oraz wspotczynniki skali dla naktadow sa sobie rowne
1 wynosza A,,.

Uwzglednienie inflacyjnych zmian naktadéw oraz deflacyjnych zmian rezultatow
jest mozliwe w DEA np. poprzez wprowadzenie innych wspotczynnikow skali dla
rezultatow oraz innych wspotczynnikow skali dla naktadow.

Jesli na przyktad rozpatruje sig¢ produktywnos¢ od strony funkcji inflacyjnej na-
ktadow, mozna przyjac, ze wspotczynnik skali rezultatow

,Ooj: ioj (8)
natomiast wspotczynnik skali nakladow jest funkcja wspotczynnika skali rezulta-
tow:

7701' = g(Z’Q/)a (.] = 15 ceey ‘]) (9)
Bedziemy zaktada¢, ze funkcja g() na swojej dziedzinie {4, >0 } jest:
(a) nieujemna,
(b) rosnaca coraz szybciej, (10)
(c) wigksza od 4, dla 4,,> 0,
(d) dla A,; = 0 jest nie mniejsza od zera.

Warunek (b) jest oczywisty — aby miata miejsce malejaca produktywnos¢ nakta-
dow, funkcja inflacyjna naktadow musi by¢ rosnaca coraz szybciej. Postulat (c) ozna-
cza, ze rozpatrujemy klaseg inflacyjnych funkcji naktadow, ktore sa ograniczone od
dotu (zdominowane od dotu) przez prosta o rdwnaniu 77 = 4, co pokazano na rysun-

ku 7.
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1n=28(A)

N
1l
~

> 1

Rys. 7. Zdominowana od dotu inflacyjna funkcja naktadoéw 7

W wypadku funkcji deflacyjnej dla rezultatow mozna przyjac, iz wspotczynniki
skali naktadéw wynosza

Noj = Aoj » (11

a wspotczynniki skali dla rezultatow

o = G(1,), (12)

gdzie G — funkcja, ktora na swojej dziedzinie {7, >0 } jest:
(a) nieujemna,
(b) rosnaca coraz wolniej,
(c) mniejsza od 7,dla 7,;> 0,
(d) dla 77,;= 0 nie wigksza od zera (rys. 8).

A,

=)
I
S

A=G(n)

U
>

Rys. 8. Zdominowana deflacyjna funkcja rezultatow A
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5. Model CCR
z malejaca produktywnoscia nakladow

Sformulowanie modelu CCR-DP
Nawiazujacy do CCR, zorientowany na naktady, model z malejaca krancowa pro-
duktywnosciag naktadow, tzw. model CCR-DP, formutujemy nastgpujaco:

1. Dane:

e Wielkosci naktadow x,; (n = 1, ..., N) oraz rezultatow y,; (r = 1, ..., R) W poszcze-
golnych obiektachj =1, ..., J.

e Ogolna postac funkcji 7= g() . Funkcja ta ma wtasnosci (10).

1l. Zmienne decyzyjne:
Aoty Ao2s oy Aoy — WspOtczynniki skali dla rezultatow,

o, — mnoznik poziomu naktadow obiektu o-tego.
Ze wspotczynnikami A, zwiazane sa wspolczynniki skali dla naktadow:
1oj = &(Ao))- (13)

1l Funkcja celu:
6, — min — minimalizacja mnoznika naktadéw obiektu o-tego. (14)

1V. Warunki ograniczajqce:
e Rezultaty technologii wspdlnej sa nie mniejsze od rezultatow osiagnigtych przez
obiekt o-ty:

J
D Vjdy 2 ¥, dar=1,..R). (15)
J=1

e Naktady technologii wspoélnej sa nie wigksze od czg$ci naktadéw poniesionych
przez obiekt o-ty:

J
D x,my <0,x,, (dlan=1,..,N). (16)
7=l

V. Warunki znakowe:

6,5 Aot, Aoz, evney Aoy 2 0. (17)

Z uwagi na nieliniowe wzgledem A warunki ograniczajace (16), zadanie CCR-DP
jest nieliniowym zadaniem decyzyjnym.
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6. Funkcja inflacyjna nakladow

Jak juz méwiono, w artykule rozpatruje si¢ przypadek, gdy inflacyjna funkcja na-
ktadow jest zdominowana od dotu przez wartos$ci A:

a(D) = L. (18)

Dla przyktadu oméwiono nastgpnie dwie funkcje inflacyjne. Pierwsza z nich na-
wiazuje do funkcji wyktadniczej, druga do funkcji potegowej. Sa one stosunkowo
proste i znane z uwagi na ich ciekawe i uzyteczne wtasnosci interpretacyjne. Oczywi-
$cie zastosowanie moga znalez¢ inne funkcje, byleby tylko byly one rosnace coraz
szybciej, monotoniczne i nie mniejsze od A.

Liniowo-wykladnicza funkcja inflacyjna
Liniowo-wyktadnicza funkcja inflacyjna dla naktadow okre$lona jest wzorem

g A= 2™ (a>0,1>0). (19)

Jest to iloczyn funkcji liniowej (1) przez funkcje wyktadnicza (e“*)’. W przypad-
ku liniowo-wyktadniczej funkcji inflacji naktadéw, warunek (16) modelu CCR-DP
przybiera postac:

J
D x,; x4 exp(ak,) < 6,x,, (n=1,..,N). (20)
j=1
Liniowo-potegowa funkcja inflacyjna
g =1+ (B>1,120). (21)
Dla liniowo-potggowej funkcji inflacyjnej warunek (16) dla naktadow ma forme:
J
> x, [A+(4,) 1< 6,x,, (=1,..,N). (22)
j=1

Parametry « lub £ musza by¢ ustalone przez prowadzacego badanie przed rozwia-
zaniem zadania CCR-DP, przy czym a > 0, > 1. (Potraktowanie ich jako zmiennych
decyzyjnych bardzo skomplikuje zadanie. Bedzie o tym mowa pod koniec obecnego
rozdziatu).

7 Gdyby , pierwsze” A podniesione zostato do 3, mielibyémy wtedy tzw. funkcje potegowo-wykladnicza.
Ogolnie ma ona w naszym problemie sens, gdy 2 1.
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Reakcja rozwiazania modelu CCR-DP na zmiany wartosci 4

Stosowanie zdominowanej od dotu inflacyjnej funkcji naktadéw oznacza, ze
p-krotne zwigkszenie rezultatu wymaga wigcej niz p-krotnego zwigkszenia naktadow.
Wynikaja z tego nastgpujace wiasnosci modelu CCR-DP ze zdominowana od dotu
inflacyjna funkcja naktadow:

1. Zwigkszanie, wystepujacego po lewej stronie warunku (15), rezultatu technolo-
gii wspolnej:

J
Fro = DV Ay » (23)
=1

poprzez zwigkszanie wspotczynnikéw A, wymaga wigkszego wzrostu naktadow, niz to
wynika z modelu CCR. Mianowicie naktady wzrastaja do poziomu:

J J
= D%, 8(4) > > x, 4, gdyzg(2)> Adla 1> 0. (24)
j=1 j=1

Oznacza to, ze rzeczywiscie w modelach (13)—~(17) mamy do czynienia z malejaca
krancowa produktywnoscia, gdy postuluje si¢ wzrost wielkosci rezultatu®.

2. Wobec nieréwnosci g(4 ;) > A,; oraz postaci warunku (16) dla naktadow:

J
> x,8(4,) <6,x, (dan=1,.,N), (25)

J=1

warto$¢ mnoznika 6, w rozwiazaniu optymalnym zadania CCR-DP jest nie mniejsza
od wartosci 8, w rozwiazaniu optymalnym zadania CCR. Uczynienie zado$¢ nieréw-
nosci (25) wobec g(4,;) = A,; wymaga bowiem wigkszej wartosci 6,, niz to jest po-

J
trzebne dla uczynienia zado$¢ nierownosci ani Ay S O,%,,
J=1
3. Z uwagi na nierowno$¢ (25) utrzymanie wskaznika poziomu naktadow 6, na
zatozonym poziomie wymaga, by wartosci lewej strony byly mozliwie najmniejsze.
A to, przy ustalonych x,; oraz x,,, oznacza, Ze zadanie decyzyjne bedzie ,,wybierato”
mozliwie mate wspolczynniki A,;. Mozna sig¢ wigc spodziewac, ze optymalne wartosci
Ao nie powinny by¢ zbyt duze i nie powinny by¢ silnie zréoznicowane. Technologie
obiektow beda zatem wybierane do technologii wspdlnej z pewnym ,,umiarem”, bar-
dziej rownomiernie niz to si¢ dzieje w modelach klasycznych (np. w CCR).
4. W standardowej CCR wiasny wspotczynnik A4,, badanego obiektu jest rowny 1
(1 wtedy obiekt jest w petni efektywny w sensie Farella) lub zero — gdy obiekt nie jest
efektywny. Obecnie tez 4,, < 1. Dowdd, podobnie jak w przypadku modelu CCR, jest
oczywisty: wigkszy od 1 wiasny wspolczynnik lambda oznaczalby, ze dla uzyskania re-

8 I symetrycznie — z rosnaca krancowa produktywnoscia, gdy postuluje si¢ mniejsze rezultaty.
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zultatow obiektu o-tego nalezaloby wykorzysta¢ cale naktady badanego obiektu (wtedy 4,
=1) i ,,c0$ jeszcze”. Takie dzialanie jest pozbawione sensu, bo dla uzyskania rezultatu
obiektu o-tego, w najgorszym przypadku, wystarczy jego naktad, bez owego dodatkowego
,»COS jeszcze”.

5. Jesli za$ chodzi o okreslenie wartosci A, , w przypadku, gdy obiekt nie jest w pelni
efektywny, to — inaczej niz w CCR (gdzie w tym przypadku 4,, = 0) — nic nie mozna
przesadzi¢. Nierowno$¢ (16) moze by¢ spetniona zarowno przy A,, = 0, jak i przy
Aoo > 0. Mozna nawet przypuszczac, ze z uwagi na ,.tendencje¢” do zmniejszania warto-
$ci A, wlasne lambda pojawi si¢ w rozwiazaniu, ale na poziomie mniejszym od 1.

6. Rowniez nic nie mozna przesadzi¢ odnosnie do wlasnego lambda w przypadku,
gdy obiekt jest w pelni efektywny. Tu, ze wzgledu na tendencj¢ do zmniejszania
wspotczynnikow A, nalezy si¢ liczy¢ z tym, ze ,,raczej na pewno” nie bgdzie on mak-
symalny, czyli rowny 1, gdyz korzystne bedzie, aby znalazto si¢ miejsce na inne, row-
niez male, wartosci A,,.

7. Z uwagi na to, ze wspotczynniki skali dla naktadow, g(A), sa wigksze od A oraz na
to, ze wlasny 4,, moze by¢ r6zny od 1 nawet dla obiektu efektywnego, nie nalezy si¢ spo-
dziewa¢, ze mnoznik nakladow 6, < 1. Moze wigc by¢ podobnie jak w profilu super-
efficiency, w ktérym mnozniki naktadow mogg przekracza¢ 1. Z tych powodow 6, w mo-
delu CCR-DP nie nazywamy efektywnoscia, lecz tylko mnoznikiem poziomu nakiadow.

8. W modelu CCE-DP wskaznik efektywnosci obiektu o-tego okreslamy jako

_ b,
Eo - Hma 5 (26)
gdzie
Onax =max{g; j=1,..,J}. 27)

Uwagi koncowe

1. Dla wygody zakladalismy, ze funkcja g(A) jest Scis§le monotoniczna, gdyz tak
w praktyce jest najczesciej. Nic jednak nie stoi na przeszkodzie, by w proponowanym
modelu uwzglednia¢ funkcje stabo monotoniczne, np. funkcje stale na pewnych pod-
przedziatach wartosci 4 (odpowiadatoby to zerowej krancowej produktywnos$ci na-
ktadow). Z uwagi na postulat minimalizacji mnoznika poziomu naktadéw 6, wybrany
zostanie dolny kraniec przedziatu.

2. Przyjeto, ze w liniowo-wyktadniczej funkcji inflacyjnej naktadow 7 = Ae™ pa-
rametr « jest dodatni. Przypadek a = 0 to oczywiscie wariant standardowy CCR, 7 =
A, z proporcjonalnymi krancowymi produktywno$ciami naktadow. Podobnie jest dla
liniowo-potegowej funkcji inflacyjnej 7 = A + A” z parametrem £ = 1. Trzeba tylko
pamigtaé, ze wtedy maksymalny wspotczynnik 6 wyniesie 2.

3. Przy nieuwzglednianych w tym artykule wartosciach 0 < <1 (lub & < 0) mie-
liby$my przypadek rosngcych krancowych produktywnosci naktadéw, co cho¢ moz-
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liwe, wystepuje bardzo rzadko. Jest to raczej osobliwos¢ w ekonomii niz prawidto-
wos¢. Rosnaca produktywno$¢ moze mie¢ miejsce np. w poczatkowej fazie opano-
wywania procesu technologicznego.

4. Zaktadano, ze parametr S funkcji potggowej oraz parametr o funkcji wyktadni-
czej jest dany. W ogoélnym przypadku mozna rozpatrywaé sytuacje, gdy jest on
zmiennq decyzyjnq. Powstaje jednak wowczas dos¢ skomplikowane zadanie progra-
mowania nieliniowego z nieliniowos$ciami typu v*, gdzie zarowno v, jak i z sq zmien-
nymi decyzyjnymi.

5. Przyjeto, iz parametry funkcji inflacyjnej sa takie same dla wszystkich obiektow
j =1, ..., J oraz wszystkich naktadow n = 1, ..., N. W ogdlnym przypadku mozna do-
pusci¢, ze parametry te zmieniaja si¢ ze wzgledu na obiekty (w obiektach sa rézne
technologie) oraz ze wzgledu na rodzaj naktadu (produktywnos$¢ réznych naktadow
moze si¢ zmienia¢ w réznym stopniu). W ogoélniejszym wigc przypadku warunek dla
naktadéw mialby postaé:

J
D %, 8u(Ay) < 6x,, (dlan=1,..,N). (28)
Jj=1

6. Modyfikacja ze wzgledu na malejaca produktywnos$¢ nakladéw moze w zasa-
dzie dotyczy¢ dowolnych modeli DEA, w szczeg6lno$ci waznych dla DEA modeli
nadefektywnosci oraz modeli efektywnos$ci nieradialne;.

7. Przyklad ilustracyjny

W tabeli 2 podano informacje o czterech naktadach i dwéch rezultatach w dziesig-
ciu bankach polskich i zagranicznych, dziatajacych w 1998 r. na terenie Polski. Zba-
damy efektywnosc¢ tych bankow.

Tabela 2. Rezultaty i naktady bankéw

. Bank
Naktady i rezultaty

B1 B2 B3 B4 BS B6 B7 B8 B9 | B10

Majatek 626 | 466 | 98,7 | 242 | 1367 | 57,2 | 549 | 807 13 567
Naklady Wkiady 13292 | 8762 | 5881 | 5449 |51182| 346 |10560(31455| 1143 |[13170
Zatrudnienie | 3997 | 2152 | 1250 | 645 |40807| 367 | 6939 [25380| 249 | 9363

Koszty 531 | 283 | 75,5 | 214 | 2102 | 32,9 | 536 | 900 | 39,8 | 476

Rezultaty Kredyty 9471 | 5859 | 1866 | 3540 | 17009 | 529 | 6761 | 7756 | 1069 | 8027
Naleznosci 2811 | 1200 | 3772 | 1807 | 3895 | 274 | 1162 | 5644 | 118 | 952

Zrbdto: Gospodarowicz [5, tab. 3]
Zatrudnienie — osoby, pozostate wielkos$ci — min zt.
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1. Rozwiazanie ,.klasycznego” zadania CCR dla tego przyktadu przedstawiono
w tabeli 3. Przypomnijmy, ze zadanie CCR zaktada stala produktywno$¢ naktadow
oraz jednolite wspotczynniki skali zarowno dla naktadéw, jak i rezultatow.

Tabela 3. Wyniki CCR ukierunkowanej na naktady

Bank Efektywnoéé Wspotczynniki skali rezultatow i naktadow A,
o, Bl |B2| B3 B4 |B5| B6 |B7|B8| B9 |BIO
B1 0,790 0 0 0,188 [0,246| 0 3,463 0 0 6,003 0
B2 0,779 0 0 0,149 0 0 0,099 0 0 5,171 0
B3 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
B4 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
B5 0,353 0 0 0,260 0 0 5,052 0 0 12,957 0
B6 1 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
B7 0,586 0 0 0 0 0 4,721 0 0 3,988 0
B8 0,392 0 0 1,186 0 0 | 2,598 0 0 3,900 0
B9 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
B10 0,643 0 0 0 0 0 0,537 0 0 7,243 0

Z16dto: Obliczenia whasne.

e Przy zalozeniu, ze nakltady sa proporcjonalne do rezultatéw, metoda CCR su-
geruje, iz w badanej zbiorowosci cztery banki sa w pelni efektywne: B3, B4, B6
oraz BY.

e Najbardziej nieefektywny jest bank B5, ktdrego efektywnos$¢ wynosi tylko 35%
efektywno$ci bankoéw najlepszych.

2. Rozpatrzymy teraz zadanie CCR-DP. Przyjmiemy liniowo-wyktadnicza funkcje
inflacyjna naktadow:

n=A4e",

przy czym = 0,5.

Rozwiazanie zadania (13)—(17) przy tej funkcji inflacyjnej podano w tabeli 4.

o W sytuacji, gdy krancowa produktywnos$¢ naktadow maleje wedlug przyjetej in-
flacyjnej funkcji naktadoéw, zmienia si¢ klasyfikacja obiektow. Okazuje sig, ze teraz
w pemhi efektywne sa nie cztery, lecz tylko dwa banki: B3 oraz B9. Taka redukcja
liczby obiektow efektywnych jest na tle modelu CCR korzystna, gdyz ten ostatni czg-
sto uznaje wiele obiektow za w petni efektywne.

e Najbardziej nieefektywny jest bank B8. Bank BS5, ktory wedlug CCR byt naj-
mniej efektywny, uplasowat si¢ obecnie w grupie bankow o umiarkowanej, 60-70%,
efektywnosci.
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e Wskazane, do$¢ radykalne zmiany klasyfikacji i wskaznikow efektywnosci wy-
nikaja z negatywnej oceny duzych wspdtczynnikow A, czyli negatywnej oceny duzych
wielokrotnosci technologii bankéw w technologii wspdlnej. Przy matych krotnosciach
A, ,strata” z powodu wzrostu wspdlczynnika 7 jest stosunkowo mata, natomiast przy
duzych — bardzo duza. Dlatego tez, jak wida¢ z tabeli 5, wspotczynniki skali nakta-
dow 1 = Ae™* sa bardziej rownomierne niz wspotczynniki 7 = A z tabeli 3, dotycza-
cej modelu CCR.

Tabela 4. Wyniki zadania CCR-DP przy inflacyjnej funkcji naktadow 7= 1 >

Mnoznik | Efektyw- Wspolczynniki skali rezultatow Ao

Bank | nakfa- nosé¢

déw 6, E, Bl B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9 |BI0
Bl 1,223 0,742 0,402 | 0,242 | 0,175 | 0,194 | 0,013 | 0,025 | 0,188 | 0,041 | 0,044 | 0,188
B2 1,300 0,788 | 0,351 | 0,211 | 0,091 | 0,174 0 0,015 | 0,053 0 0,045 | 0,013
B3 1,649 1 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
B4 1,603 0,972 0,036 | 0,164 | 0,145 | 0,525 0 0 0 0 0,102 0
B5 0,999 0,606 0,078 | 0,005 | 0,159 | 0,055 | 0,757 0 0 0,308 | 0,040 | 0,055
B6 1,644 0,997 0 0 0,027 | 0,053 0 0,284 0 0 0,062 0
B7 1,007 0,611 0,268 | 0,159 | 0,031 | 0,103 | 0,011 | 0,023 | 0,173 0 0,037 | 0,190
B8 0,673 0,408 | 0,043 | 0,024 | 0,509 | 0,146 | 0,059 | 0,002 0 0,597 | 0,037 | 0,007
B9 1,649 1 0 0,018 | 0,013 | 0,046 | 0,031 0 0,003 | 0,017 | 0,048 | 0,006
B10 1,045 0,634 | 0,276 | 0,204 | 0,088 | 0,114 0 0,017 | 0,146 | 0,095 | 0,043 | 0,232

Z16dto: Obliczenia whasne.

Tabela 5. Wyniki zadania CCR-DP. Wspotczynniki skali naktadow

Wspodtcezynniki skali naktadow g = Aexp(0,51)
B1 B2 B3 B4 B5 B6 B7 B8 B9 B10

B1 0,491 | 0,273 | 0,191 | 0,214 | 0,013 | 0,025 | 0,207 | 0,041 | 0,045 | 0,206
B2 0,418 | 0,234 | 0,095 | 0,189 0 0,015 | 0,054 0 0,046 | 0,013

Bank

B3 0 0 1,649 0 0 0 0 0 0 0
B4 0,036 | 0,179 | 0,156 | 0,683 0 0 0 0 0,107 0
B5 0,081 | 0,005 | 0,172 | 0,056 | 1,105 0 0 0,359 | 0,041 | 0,057
B6 0 0 0,027 | 0,054 0 0,327 0 0 0,064 0

B7 0,306 | 0,172 | 0,032 | 0,109 | 0,011 | 0,023 | 0,189 0 0,037 | 0,209
B8 0,044 | 0,025 | 0,657 | 0,157 | 0,061 | 0,002 0 0,805 | 0,037 | 0,007
B9 0 0,019 | 0,013 | 0,047 | 0,031 0 0,003 | 0,017 | 0,049 | 0,006
B10 0,317 | 0,226 | 0,092 | 0,121 0 0,017 | 0,157 0,1 0,044 | 0,261

716 dto: Obliczenia wlasne.
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8. Podsumowanie

W artykule zaproponowano modyfikacj¢ modelu CCR w kierunku uwzglednienia
malejacej krancowej produktywnosci naktadow za pomoca tzw. zdominowanych in-
flacyjnych funkcji naktadow.

W tym wypadku, w modelu standardowym ukierunkowanym na naktady, charakte-
rystyczny dla modelu CCR liniowy warunek dla naktadow:

J
D Ayx,; <05, (n=1,.,N)
Jj=1
zostaje zastapiony warunkiem nieliniowym
J
D 0%, <0, gdzien=gd) (n=1,..N).
Jj=1

Rozwiazanie modelu CCR-DP z nieliniowymi warunkami dla naktadéw moze by¢,
i na ogot bedzie, inne niz rozwigzanie klasycznego modelu CCR. Model CCR zaktada
bowiem proporcjonalny wzrost rezultatéw w miare wzrostu naktadow, zas§ CCR-DP
dopuszcza, ze rezultaty rosna coraz wolniej wzgledem naktadow. Poniewaz druga
okoliczno$¢ jest bardziej typowa w zyciu gospodarczo-spotecznym niz pierwsza, mo-
del CCR-DP wydaje si¢ lepszy od modelu CCR.

Model CCR jest szczegdlnym przypadkiem, gdy dla wszystkich naktadow i wszystkich
obiektow funkcja g(4) = 4. Model CCR-DP jest uog6lnieniem modelu CCR.
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CCR-DP model with dominated inflation function of inputs

In standard input-oriented DEA it is assumed that the marginal productivity of inputs is constant. The
efficiency changes can be achieved by proportional changes of all inputs.

The author of the article considers decreasing marginal productivity of inputs and presents the appro-
priate modification of DEA models. The modification consists in adding the individual scale multipliers
of inputs and individual scale multipliers of results. The author considers a function called dominated
inflation function of inputs. It describes the input multipliers as an increasing convex function of by
multipliers of results.

Two examples of inflation function are suggested: linear-exponential and linear-power function. The
appropriate efficiency rate is also presented. Numerical example includes a detailed analysis of efficiency
changes.

Keywords: nonlinear DEA, decreasing productivity, scale multipliers of inputs



